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INTRODUCTION 


Le premier tome de cette monographie a été consacré essentielle- 
ment à l’étude des questions spéciales de la géométrie et de la ciné- 
matique. liées à la détermination de l'orientation des mobiles, 
ainsi que des gyroscopes installés à bord de ces mobiles. C’est seu- 
lement dans le dernier chapitre qu'ont été étudiées les relations dif- 
férentielles de la théorie de précession des gyroscopes, conformément 
auxquelles les plates-formes stabilisées par des gyroscopes (en parti- 
culier, par des gyroscopes à correction dite forte) peuvent, dans cer- 
tains cas, changer d'orientation. 

Dans le deuxième tome, la place la plus importante est accordée 
aux questions de la dynamique. Nous y exposons la théorie des grro- 
scopes et des accéléromètres qui sont les éléments essentiels des systè- 
mes de navigation par inertie et établissons les équations de fonc- 
tionnement de certains systèmes concrets. C'est seulement à la fin 
de ce livre que nous reprenons les questions de la géométrie et de la 
cinématique mais, cette fois. en liaison avec certaines questions 
théoriques concernant les systèmes de navigation par inertie. 

Aucune branche de la mécanique n’exige peut-être de recourir si 
souvent à la mécanique du mouvement relatif que la théorie des 
gyroscopes et donc la dynamique des systèmes de navigation par 
inertie. C'est pourquoi le premier chapitre du deuxième tome est 
consacré à une interprétation rigoureuse des forces d'inertie et à l’éta- 
blissement des équations du mouvement relatif en plein accord avec 
les propositions fondamentales de la mécanique classique. Sur les 
exemples donnés dans ce chapitre, nous étudions le mouvement et 
l'équilibre d'un pendule composé par rapport à la Terre en mouve- 
ment de rotation. Ces études présentent un intérêt pratique et théo- 
rique de par elles-mêmes. Sisnalons, par exemple, l'étude des con- 
ditions dites de « non-perturbabilité » dans lesquelles l’axe de sy- 
métrie dynamique d’un pendule composé est constamment orienté 
vers le centre de la Terre (considérée comme sphère à répartition 
radiale de la densité), quel que soit le mouvement du point de sus- 
pension du pendule à une altitude constante au-dessus de sa surface. 
Le pendule de Schüler bien connu en est un cas particulier. Le point 
de suspension de ce pendule peut être animé d’un mouvement abso- 
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lument quelconque sur l'arc de grand cercle terrestre qui ne parti- 
cipe pas à la rotation de la Terre, alors que son centre de gravité 
reste situé dans le plan de ce cercle. Le pendule de Schüler a joué 
un rôle euristique bien important dans le développement des systè- 
mes gyroscopiques de navigation par inertie. 

Dans le deuxième chapitre, en partant des équations d'Euler 
modifiées du mouvement d'un corps solide à symétrie axiale autour 
d'un point fixe, nous exposons la théorie de précession des gyroscopes 
et analysons certaines applications de cette théorie au gyroscope 
suspendu à la cardan et à d'autres dispositifs gyroscopiques utilisés 
dans la navigation par inertie. Sur la base des équations du mouve- 
ment de précession du gyroscope suspendu à la cardan, obtenues 
dans ce chapitre, nous analysons le problème de « l’inclinaison de 
la toupie » qui permet de mieux comprendre les particularités des 
phénomènes gyroscopiques. Nous passons ensuite à l’étude, fondée 
sur les lois de la mécanique du mouvement relatif et ayant une im- 
portance fondamentale pour la théorie de la navigation par inertie, 
du mouvement d'un pendule gyroscopique dont le point de suspen- 
sion, de même que celui d’un pendule composé examiné au premier 
chapitre, se déplace, de façon arbitraire, à une distance constante 
du centre du globe terrestre. Ce cas se caractérise par ses propres 
conditions de « non-perturbabilité ». Nous mettons en évidence la 
possibilité de mesurer la vitesse dite « absolue » du mouvement du 
point de suspension par rapport à un système de coordonnées ayant 
son origine au centre de la Terre et ne participant pas à sa rotation. 
Un tel pendule gyroscopique « non perturbable » a fait l'objet des 
études entreprises par le remarquable mécanicien sovietique 
B. V. Boulgakov et il serait plus équitable de l’appeler pendule 
gyroscopique de Schüler-Boulgakov (M. Schüler n'a étudié qu'un 
cas particulier du mouvement du pendule gyroscopique, où le point 
de suspension se déplace suivant le grand Cercle de la Terre, dans 
l'hypothèse que celle-ci ne tourne pas). 

Au cours du mème chapitre, nous décrivons, sur l'exemple de 
schéma concret d'un stabilisateur gyroscopique à trois axes, les 
méthodes à appliquer pour obtenir les équations du mouvement de 
précession des systèmes gyroscopiques complexes. Nous y établis- 
sons également les équations du mouvement de l'élément sensible du 
compas gyroscopique de Geckeler. Le chapitre se termine par l'étu- 
de, toujours dans le cadre de la théorie de précession des gyroscopes, 
d’une des causes d’erreurs de l'intégrateur gyroscopique de l'accélé- 
ration apparente du mobile. Signalons que le phénomène, connu sous 
le nom d'accumulation de l'angle solide, peut, lui aussi, constituer 
une cause d'erreurs dans les indications de l'intégrateur gyroscopi- 
que. Ce phénomène est exactement de la même nature que dans le 
stabilisateur gyroscopique à un axe, examiné au début du dernier 
chapitre du premier tome. 
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Le troisième chapitre du deuxième tome de la monographie est con- 
sacré à l’étude du comportement d'un gyroscope libre (équilibré ou as- 
tatique)suspendu à la cardan et desstabilisateurs gyroscopiques les plus 
simples. Cette étude est basée sur l'analyse des équations du mouve- 
ment dites de nutation (équations complètes ou exactes). A la diffe- 
rence des équations de la théorie de précession, les équations de nuta- 
tion tiennent compte des moments d'inertie et, par conséquent, des 
moments cinétiques des anneaux de la suspension et des corps qui 
leur sont liés, ainsi que du moment d inertie équatorial du rotor. La 
première étude du mouvement d un gyroscope suspendu à la cardan, 
avec l'utilisation des équations de nutation, a été entreprise par 
E. Nicolaï, puis par N. Tchétaev et ensuite, après une interruption 
assez longue, par K. Magnus et presque simultanément avec lui par 
B. Plymale et R. Goodstein et autres chercheurs. Il est apparu que 
lorsqu'un gvroscope équilibré, installé sur un support fixe, est animé 
d’un mouvement à nutation, il « dérive » systématiquement autour 
de l’axe de l'anneau extérieur, même dans le cas où le frottement est 
nul dans tous les axes de sa suspension à la cardan. Dans Île troisième 
chapitre. nous obtenons, par une nouvelle méthode, la formule dite 
de Magnus pour la vitesse moyenne d’une telle dérive et évaluons le 
degré de sa précision. Nous analysons aussi, sous l’aspect qualitatif, 
la variation des coordonnées généralisées d'un tel gyroscope. 

Enfin. dans le troisième chapitre, nous traitons du comportement 
des stabilisateurs gyroscopiques à un et à deux axes. Le problème 
principal consiste ici à établir les conditions de stabilité de leur 
mouvement. compte tenu des phénomènes transitoires qui inter- 
viennent dans les circuits électriques des moteurs de stabilisation. 
Pour la première fois, ce problème a été résolu dans le cas le plus 
simple par V. Kouznetsov ; les cas plus compliqués ont été conside- 
rés par Ya. Reutenberg. À la fin du chapitre, nous décrivons l’analo- 
gie qui existe entre un stabilisateur gyroscopique et un système de 
plusieurs masses réunies entre elles par des éléments élastiques (res- 
sorts). Dans certains cas, une telle analogie permet de déterminer 
de façon relativement simple le caractère des oscillations partielles 
du stabilisateur et leur stabilité. 

Le quatrième chapitre commence par l'exposé de la théorie de 
l'accéléromètre le plus simple qui constitue un des éléments essen- 
tiels de la plupart des systèmes de navigation par inertie. Cette étu- 
de concerne également le contenu du premier chapitre parce qu elle 
fournit un exemple d’application des propositions et des théorèmes 
de la mécanique du mouvement relatif. S'y rapporte également la 
description du principe de fonctionnement d'un intégrateur gyrosco- 
pique donnée à la fin du deuxième chapitre à l'occasion de la théorie 
de précession des gyroscopes. 

Le contenu principal du quatrième chapitre est consacré à la 
description des principes selon lesquels sont construits les schémas 
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des systèmes les plus simples de navigation par inertie (notamment, 
le schéma dit de Boykow), lorsque le mobile se déplace sur l’arc de 
grand cercle de la Terre non tournante. L'étude des systèmes iner- 
tiels plus complexes prévus pour des mobiles se déplaçant de façon 
quelconque à une distance constante du centre de la Terre est réser 
vée pour le cinquième chapitre. Nous indiquons pour certains systé- 
mes les équations qui décrivent leur comportement dans le cas où 
les conditions initiales nécessaires ne sont pas exactement satis- 
faites. 

Remarquons que les premières recherches dans le domaine de la 
théorie mathématique de la navigation par inertie sont dues à 
B. Boulgakov. C’est lui qui a établi les équations du comportement 
d’un système original proposé par les ingénieurs soviétiques L. Koff- 
mann et E. Levental. Ce système inertiel résolvait de façon approchée 
le problème de la détermination des coordonnées géographiques d’un 
objet en mouvement sur la sphère terrestre. Certaines études ulté- 
rieures, faites dans la théorie de la navigation par inertie ne se sont 
pas avérées irréprochables. Le travail de Ch. Fox, examiné au cin- 
quième chapitre, en fournit un exemple. C’est seulement au milieu 
des années 50 qu'ont été obtenues les équations différentielles du 
fonctionnement d'un système de navigation par inertie, exempt 
d'erreurs de principe. On peut trouver ces équations, par exemple, 
dans l’article de A. Ishlinsky « Sur les équations du problème de la 
localisation d'un mobile à l'aide de gyroscopes et d'accéléromètres 
(HMmannackuÿï A. IO. « O5 ypasnennax 3anaun onpenerenna MecrTo- 
H010>CHHA JABHKYINIETOCA O6DEKTA LHOCPEICTBOM r'HPOCKOIIOB A l3Me- 
purereñ ycKkopenuü », IIMM, 1957, Tr. 21, Brin. 6 (en russe)). 

Dans la présente monographie, nous laissons de côté les questions 
de la théorie de la navigation par inertie à altitude variable au- 
dessus de la surface de la Terre ou, ce qui revient au même, en cas 
d'un mouvement quelconque du mobile dans l’espace, parce que de 
tels systèmes inertiels ne sont stables que lorsque l'altitude du mo- 
bile est mesurée à l'extérieur. Les équations d’un de tels systèmes 
sont données dans l’article de l’auteur cité ci-dessus. L'analyse de 
ces questions est exposée dans l’article de V. Andréev, I. Blumine, 
E. Devianine, D. Klimov, faisant partie du recueil « Développement 
de la mécanique des systèmes gyroscopiques et inertiels » (« Passnrne 
MEXAaHHKH THPOCKONNUECKHX H HHEPUNATIBHBIX CHCTeM », M., « Hay- 
Ka », 1973 (en russe)). Voir aussi l’avant-propos de la présente mo- 
nographie et les remarques sur les chapitres IV et V (p. 320). 

Le cinquième chapitre commence par l'établissement des équa- 
tions différentielles, mentionnées plus haut, du problème fondamen- 
tal de la navigation par inertie qui consiste à déterminer les coor- 
données géographiques et le cap du mobile sans avoir à tenir compte 
d’information provenant de l'extérieur, uniquement à partir des 
valeurs courantes connues des projections de la vitesse angulaire 
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d'un certain système de coordonnées sur les axes de ce dernier. Ce 
système de coordonnées est généralement lié à une plate-forme stabi- 
lisée spéciale dont le centre se déplace avec le mobile sur la surface 
terrestre. 

Les projections de la vitesse angulaire sus-mentionnées sont éla- 
borées à partir des indications continues des appareils gyroscopiques 
et des accéléromètres installés sur la plate-forme stabilisée. Pour- 
tant, il existe aussi des navigateurs inertiels sans plate-forme stabili- 
sée, dans lesquels les appareils gyroscopiques et les accéléromètres 
sont reliés directement à la structure du véhicule. I] est intéressant 
de noter qu'en principe on peut imaginer un système dans lequel 
tous les gyroscopes sont remplacés par un nombre suffisant d’accé- 
léromètres de haute précision convenablement espacés. 

Le sixième chapitre traite du passage des coordonnées géograpbhi- 
ques aux paramètres de Rodrigues-Hamilton. lequel présente un 
certain intérêt lors de l'intégration des équations différentielles du 
problème fondamental de la navigation par inertie. Dans ce cas, le 
pôle géographique de la Terre cesse d’être un point singulier du sys- 
tème d'équations différentielles du problème et les équations elles- 
mêmes deviennent linéaires. Pourtant, leur nombre augmente d’une 
unité. En même temps, le système de nouvelles équations admet une 
intégrale première sous la forme algébrique simple, qui peut servir, 
par exemple, à contrôler la précision de la solution numérique du 
problème obtenue sur les calculateurs électroniques. 

Les paramètres de Rodrigues-Hamilton, ainsi que leurs combi- 
naisons à valeurs complexes, c'est-à-dire les parametres de Cayley- 
Klein, sont directement utilisés dans la théorie des rotations finies 
du corps solide autour d’un point fixe, théorie qui est liée de façon 
naturelle à la projection stéréographique d'une sphère sur un plan 
et puis à la fonction homographique d’une variable complexe. Tou- 
tes ces questions sont étudiées dans le sixième chapitre et dans l’an- 
nexe du présent livre. À la fin du sixième chapitre, nous examinons 
les applications de la projection stéréographique à la navigation, 
celle-ci s’avérant particulièrement commode à des latitudes éle- 
vées où elle diffère peu de la projection de la sphère terrestre sur le 
plan tangent en son pôle géographique. L'introduction d'un cap 
dit de Greenwich au lieu du cap ordinaire permet de tourner ici la 
difficulté que l’on rencontre dans la détermination de l'orientation 
du mobile lors de son passage par le pôle. 

Une grande importance est attachée à l’étude de la stabilité de 
la solution des équations différentielles du problème fondamental 
de la navigation par inertie, lorsque les conditions initiales sont 
sujettes à de faibles variations. Au début du cinquième chapitre, ce 
problème est résolu par une voie purement géométrique, à l’aide 
d'un théorème de A. Lourier sur la composition des rotations, et au 
sixième chapitre, à l’aide de l’algèbre des quaternions. Nous mon- 
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trons. tant géométriquement qu'analytiquement, comment, connais- 
sant une solution particulière quelconque du système d’équations 
différentielles mentionnées ci-dessus, on peut obtenir sa solution 
générale contenant un nombre nécessaire de constantes arbitraires. 

Dans l'annexe déjà citée, nous donnons une démonstration ana- 
lytique directe de l'existence d'une correspondance biunivoque 
entre les rotations d'un corps solide et les fonctions homographiques 
d'une variable complexe. Nous mettons en évidence, au passage, le 
lien entre les paramètres de ces fonctions et les paramètres de Cayley- 
Klein. 

La théorie de la navigation par inertie constitue une partie im- 
portante de la mécanique appliquée moderne. Elle connaît actuelle- 
ment un développement considérable. La mise au point de nouveaux 
éléments sensibles et de nouveaux moyens de calcul conduit à de 
nouveaux schémas des systèmes de navigation parinertie et donc à de 
nouvelles relations mathématiques qui ne sont pas considérées dans 
cette monographie. De plus, on peut indiquer toute une série de 
questions importantes concernant directement la théorie et la pratique 
de la navigation par inertie, qui ne sont pas même abordées dans le 
présent ouvrage. Telles sont, par exemple, les questions ayant trait à 
la précision dynamique des systèmes d’asservissement, à l'influence 
des parasites aléatoires sur les éléments sensibles, au choix des para- 
mètres optimaux des systèmes de navigation, à la classification de 
ces systèmes, à la dérive des gyroscopes et aux erreurs des accéléro- 
mètres par suite de l'imperfection de leur fabrication, et de nombreu- 
ses autres. Néanmoins, nous espérons que tout ce qui est exposé, ana- 
lysé et étudié au cours de la présente monographie, à savoir les métho- 
des de résolution des problèmes relatifs à la détermination de Îl'o- 
rientation des mobiles commandés par des gyroscopes, les renseigne- 
ments généraux sur la mécanique des éléments sensibles, gyroscopes 
et accéléromètres, les particularités de principe que présente la ré- 
solution des problèmes de la navigation par inertie sur la sphère 
terrestre. tout cela sera utile pour l'étude ultérieure de ce problème. 


CHAPITRE PREMIER 


PRÉCIS DE MÉCANIQUE DU MOUVEMENT RELATIF 


$ 1. Mouvement relatif et forces d'inertie 


Les gyroscopes sont toujours montés sur des supports mobiles, 
que ce soit le bord d'un navire, d’un avion, d'une fusée ou tout 
simplement une plate-forme située sur la Terre ou sur une autre pla- 
nète. [1 est clair que pour construire la théorie des gyroscopes et la 
théorie des autres éléments sensibles utilisés dans les systèmes de na- 
vigation par inertie il est essentiel d’avoir une idée précise des pro- 
positions fondamentales de la mécanique classique ainsi que de la 
différence entre les forces physiques (naturelles) et les forces d'inertie. 

L'interprétation donnée ci-dessous des questions de la mécani- 
que du mouvement relatif est apparemment partagée par de nom- 
breuses personnes et n'est pas en contradiction quelque peu substan- 
tielle avec les traités et manuels connus de mécanique rationnelle. 
Néanmoins, il nous semble utile d'attirer l’attention, une fois de 
plus. sur le fait que les problèmes concrets relatifs à la théorie des 
gyroscopes et des systèmes de navigation par inertie doivent se ré- 
soudre en plein accord avec les lois générales de la mécanique classi- 
que. 

Toute l'analyse faite dans cet ouvrage repose, à la base, sur les 
idées principales suivantes : 

a) Les lois de la mécanique classique sont postulées pour le mou- 
vement des corps par rapport à un certain système de référence 
« absolu » pour lequel peut être pris tout trièdre formé par les axes 
d'un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires ayant son 
origine au centre d inertie de notre système solaire (c'est-à-dire de 
l’ensemble des corps célestes comprenant le Soleil, toutes les pla- 
nètes et tous les satellites) ; les axes du système « absolu » ne chan- 
gent pas leur orientation par rapport aux étoiles éloignées que l'on 
convient d'appeler étoiles fixes. On sait que dans un tel système 
de coordonnées les lois de la mécanique de Galilée-Newton sont ri- 
goureusement exactes |). 


1) On convient d'appeler système galiléen ou système inertiel tout référen- 
tiel (systeme de coordonnées) qui est animé d'un mouvement de translation 
rectiligne et uniforme par rapport au système « absolu ». Il n’est pas difficile 
de démontrer que le mouvement des corps par rapport à tout système inertiel 
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b) On considère comme forces réellement existantes les seules 
forces qui provoquent des accélérations des points et corps matériels 
par rapport au système de coordonnées « absolu » !). Ces forces seront 
appelées par la suite forces naturelles ou forces physiques *). Elles ex- 
priment la mesure de l'interaction mécanique des corps et peuvent 
être de nature physique différente : forces de gravitation, forces élec- 
triques, forces magnétiques, forces d’élasticité et de plasticité, 
forces de résistance d'un milieu et certaines autres, par exemple force 
de pression de la lumière. 

Une étude détaillée permet bien souvent de mettre en évidence 
la communauté des forces qui semblent à première vue tout à fait 
différentes. C’est ainsi en particulier que les forces élastiques peu- 
vent être interprétées comme une manifestation résultante des for- 
ces électriques d'interaction des molécules ou des atomes d'un corps 
donné. 

c) Une force physique se mesure en fin de compte par l’accéléra- 
tion qu'elle communique à un étalon de masse dans le système de 
coordonnées « absolu ». Pourtant. dans des cas concrets, elle est le 
plus souvent déterminée par l’intermédiaire des paramètres de posi- 
tion et de mouvement des corps les uns par rapport aux autres. Le 
problème qui consiste à établir comment la force dépend de ces pa- 
ramètres est le problème de la synthèse de la loi des forces. Un exem- 
ple classique de telle synthèse est la découverte par Newton de la 
loi de la gravitation universelle et la découverte par Ampère de la 
loi de l'interaction entre un conducteur parcouru par un courant 
électrique et un aimant produisant un champ magnétique uniforme. 

d) Il faut distinguer entre les forces d'inertie (v. plus loin) dites 
de d’'Alembert et les forces d'inertie introduites lors de l’étude du 
mouvement des points matériels et des corps par rapport à des sys- 
tèmes de coordonnées mobiles. Ces dernières forces seront appelées 
par la suite forces d'inertie d'Eu ler $). Les forces d'inertie de d’'Alem- 
bert, de même que les forces d'inertie d’'Euler ne sont pas des forces 


obéit aux mêmes, d’après la forme, lois de Galilée-Newton. En ce sens, tous 
les systemes inertiels sont équivalents (principe de relativité de Galilée; voir 
aussi p. 29 du présent paragraphe). 

1) Ou, ce qui revient au même, par rapport à un systéme inertiel quel- 
conque (voir la note précedente). 

) La définition des forces naturelles ou physiques donnée ici est en fait 
équivalente au principe de l’inertie ou à la première loi de Newton. 

3) C'est un terme nouveau. Pour la première fois, Leonhard Euler utilisa 
les systèmes de coordonnées mobiles pour la résolution des problèmes com- 
plexes de mécanique, par exemple en théorie du mouvement d'un solide à un 
point fixe. (ÆEuler L. « Theoria motus corporum solidorum seil rigidorum ». 
Rostock, Greifswald, 1765). Avant Euler, Huygens avait utilisé les systèmes 
de coordonnées mobiles (animés d’un mouvement de translation avec une vitesse 
de l’origine constante en grandeur et en direction, c'est-à-dire les systèmes 
nertiels) pour étudier le choc des billes. 
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physiques et en ce sens elles ne sont pas réelles. L'introduction de 
telles forces est une convention tout à fait arbitraire qui, dans cer- 
tains cas, s'avère utile car elle permet d'expliquer certains phéno- 
mènes et de résoudre certains problèmes de mécanique. 

e) Les forces d'inertie de d’Alembert sont introduites lors de 
l'étude d'un mouvement « absolu » des points matériels mutuelle- 
ment liés. Elles représentent des forces imaginaires dont chacune 
est égale au produit de la masse du point par son accélération mais 
est dirigée dans le sens opposé à l’accélération. Les forces physiques 
agissant sur un ensemble mécanique !) constituent conjointement 
avec les forces d'inertie de d' Alembert un système de forces stati- 
quement équilibré; ce dernier obéit aux lois de la statique. L'exa- 
men de tels systèmes de forces équilibrés se révèle utile par exemple 
lors de la détermination de réactions inconnues des liaisons impo- 
sées à un ensemble mécanique donné. Le mouvement de ce dernier 
est considéré comme s'il était donné. Des forces pareilles aux forces 
d'inertie de d’Alembert peuvent s'introduire également (à condition 
de remplacer l'accélération « absolue » par l'accélération relati- 
ve) dans l’étude de la mécanique du mouvement relatif. Associées aux 
forces d'inertie d’Euler et aux forces physiques, de telles forces 
constituent, elles aussi, un système de forces équilibré. 

f) Les forces d'inertie d'Euler sont différentes pour un même 
ensemble mécanique si le mouvement de cet ensemble est étudié 
par rapport à des systèmes de coordonnées mobiles différents. Un 
choix judicieux du système de coordonnées par rapport auquel est 
étudié le mouvement d'un ensemble mécanique donné permet. en 
règle générale, de simplifier considérablement la résolution des pro- 
blèmes de mécanique. Dans tous les cas, le système de coordonnées 
mobile et son mouvement par rapport au système « absolu » doivent 
être expressément déterminés dès le début de l'étude. 

æ) À chaque mouvement relatif d'un ensemble de points maté- 
riels, c'est-à-dire au mouvement par rapport à un système de coor- 
données mobile choisi, on peut faire correspondre le mouvement 
d’un ensemble mécanique identique par rapport au système de coor- 
données « absolu ». Ceci étant, les valeurs courantes des coordonnées 
« absolues » des points de cet ensemble mécanique auxiliaire doivent 
être à tout instant égales aux valeurs courantes correspondantes des 
coordonnées relatives des points matériels de l’ensemble initial ou 
principal. 


1) Le mot « système » se rencontre fréquemment en combinaison avec 
les mots « de coordonnées ». C’est pourquoi, pour éviter toute confusion, le 
terme «système mécanique » sera remplacé dans la suite de cet ouvrage le 
plus souvent par le terme « ensemble mecanique ». Ainsi, au lieu d’une proposi- 
tion de type « le mouvement d’un système mécaniq'e par rapport à un système 
de coordonnées mobile » nous écrirons de préférence « le mouvement d’un ensemble 
mécanique par rapport à un système de coordonnées mobile », etc. 
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Pour réaliser le mouvement « absolu » mentionné d'un tel en- 
semble mécanique auxiliaire, il faut reproduire non seulement les 
forces physiques (extérieures et intérieures) qui agissaient sur l’ensem- 
ble mécanique principal mais ajouter de nouvelles forces physiques. 

Ces nouvelles forces physiques correspondent exactement aux 
forces d'inertie d'Euler qui interviennent dans le mouvement relatif 
donné de l’ensemble mécanique initial. C’est en ce sens qu'il faut 
accepter l'interprétation souvent donnée des forces d'inertie intro- 
duites lors de l'étude du mouvement par rapport à un système de 
coordonnées mobile. c’est-à-dire des forces d'inertie d’'Euler. Sui- 
vant cette interprétation, les forces d'inertie sont définies comme des 
forces réelles agissant sur l’ensemble mécanique dans l'hypothèse où 
le système de coordonnées mobile est supposé fixe. 

Dans ce qui suit, nous allons analyser de façon plus détaillée 
les lois de la mécanique classique et les propositions qui viennent 
d’être énumérées, et examiner quelques exemples permettant de 
mieux comprendre l'essentiel de la mécanique du mouvement relatif 
et des circonstances qui lui sont liées. 


La mécanique classique, ou la mécanique de Galilée-Newton, 
est fondée sur quelques postulats relatifs à certaines caractéristiques 
quantitatives des corps en mouvement et à leurs interactions. 

L'objet principal de la mécanique classique au sens étroit de ce 
terme, c'est-à-dire de la mécanique rationnelle, est l’étude des ques- 
tions de l’équilibre et du mouvement des points matériels et des 
solides parfaits. 

Le point matériel est le modèle le plus simple d’un corps macro- 
scopique dont les dimensions sont si petites !) qu’elles peuvent être 
négligées dans l’étude de son mouvement. La notion de point maté- 
riel a une grande importance pour l'étude du mouvement du centre 
d'inertie des corps quelconques et des ensembles mécaniques. Le 
solide parfait est un modele qui permet d'étudier le mouvement du 
centre d'inertie et la rotation des corps réels mais qui laisse absolu- 
ment de côté les petites déformations des parties solides des corps et 
parfois aussi les déplacements considérables des parties gazeuses et 
liquides, par exemple de l’atmosphèere des planètes. 

L'étude du mouvement et de l'équilibre *) des corps, compte tenu 
de leurs déformations, se fait à l’aide de modèles plus complexes 


1) Par rapport à une certaine longueur qui caractérise le phénomène étudié 
dans son ensemble. C’est ainsi qu’en étudiant l’influence de l'attraction mutuelle 
des planètes sur leur mouvement autour du Soleil on peut considérer les planètes 
comme points matériels. Les dimensions des planètes sont négligeables devant 
les distances qui les séparent et n’influent pratiquement pas sur le mouvement 
de leurs centres de masse. 

2?) Ici et partout plus loin on a en vue un mouvement mécanique et un 
équilibre mécanique à la différence, par exemple, de l’équilibre chimique d’un 
mélange de corps. 
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que l’on appelle en particulier fluide parfait, corps élastique. gaz 
parfait, liquide visqueux, milieu plastique, corps complexe. etc. 
Chacun de tels modèles reflète l’une des propriétés mécaniques du 
corps dont la prise en compte est essentielle pour l’étude d'un pro- 
cessus ou d'un phénomène donné. L'étude du mouvement des corps 
déformables, des liquides, des gaz et des plasmas fait l'objet de la 
mécanique dite des milieux continus. En mécanique des milieux 
continus, en plus des lois de Galilée-Newton, on doit utiliser des 
équations qui régissent la déformation des corps concrets (la nullité 
des contraintes tangentielles dans un fluide parfait, la loi de Hooke 
dans un corps élastique, etc.). Dans certains cas, il s'avère nécessaire 
d’avoir recours à des équations qui lient les paramètres mécaniques 
(pression. viscosité, modules d’élasticité, fonctions de posteffet, 
etc.) des éléments du corps à leurs paramètres chimiques et physi- 
ques (température, dégagement d'énergie, changement de structure, 
etc.). 

Dans tous les cas pratiquement nécessaires, à de rares exceptions 
prés, la mécanique de Galilée-Newton décrit avec une précision 
plus que suffisante le mouvement des corps réels dans la nature et 
dans les mécanismes. Ses lois permettent d'expliquer les causes et 
les effets de ces mouvements et, ce qui est surtout important pour 
les applications techniques, de calculer à l’avance le mouvement 
des corps s’effectuant dans différentes conditions. Il suffit d'indi- 
quer la prédétermination de la position des planètes par rapport aux 
étoiles fixes, le calcul du mouvement des fusées et des véhicules spa- 
tiaux et bien entendu de la totalité des machines, des appareils et 
des constructions. 

Les exceptions mentionnées concernent, comme nous le savons, 
l'étude des mouvements de petites particules (par exemple, des pro- 
tons) dont les vitesses sont comparables à la vitesse de la lumicre, 
ainsi que des mouvements au voisinage de grandes masses (par exem- 
ple, l’écart annuel supplémentaire du périhélie de Mercure). Pour la 
description de tels mouvements il convient d'avoir recours à la 
mécanique de la relativité restreinte ou à la mécanique de la relati- 
vité générale d'Einstein. 

Les lois de la mécanique de la relativité restreinte se réduisent, 
avec une grande précision, aux lois de la mécanique classique si les 
vitesses des corps sont petites devant la vitesse de la lumière. par 
exemple sont de l’ordre de la vitesse cosmique. Il en est de mème 
pour les lois de la mécanique de la relativité générale si, de plus, les 
mouvements ne sont considérés que loin de grandes masses !). 


1) Dans certains cas, la nature quantique de la substance peut, elle aussi, 
provoquer des mouvements au sein des corps, qui ne s'accordent pas avec la 
mécanique classique. C’est ainsi que les microtourbillons dans l’hélium super- 
nie sont quantifiés, ce qui ne découle nullement des lois de l’hydrodynamique 
« classique ». 
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En mécanique classique, les concepts d'espace et de temps sont 
pris comme des entités absolues. 11 en est de même des concepts de 
masse et de force. Ces notions premières ne se définissent pas, c’est- 
à-dire ne sont pas introduites à partir d’autres notions, mais on 
suppose que les valeurs des distances, les intervalles de temps, les 
valeurs des masses des corps distincts et les vecteurs des forces, qui 
sont liés à ces notions, peuvent être mesurés avec une grande préci- 
sion par des méthodes physiques appropriées. On peut également fi- 
xer l'instant où un point mobile se trouve en un lieu donné de l’es- 
pace. 

L'espace et le temps sont considérés en mécanique classique com- 
me des catégories indépendantes l'une de l’autre. On admet donc 
que le temps s'écoule également en tous les points de l’espace et 
sur tous les corps en mouvement et qu’en principe on peut construire 
une horloge « idéale » dont la marche ne sera pas affectée par des 
circonstances de nature mécanique. Les indications d'une paire de 
telles horloges seront les mêmes indépendamment de leurs mouve- 
ments particuliers, par exemple de leur séjour prolongé, ensemble ou 
séparément. au voisinage ou loin des masses de l'Univers quelque 
grandes qu'elles soient. L'espace physique adopté en mécanique de 
Galilée-Newton est un espace euclidien ; on postule que dans cet 
espace sont valables tous les théorèmes et axiomes de la géométrie 
euclidienne. 

Les propriétés de l’espace et du temps exposées ci-dessus distin- 
guent radicalement la mécanique classique de Galilée-Newton de 
la mécanique de la relativité restreinte d’'Einstein dans laquelle 
ces catégories sont interdépendantes et n'ont pas un caractère absolu. 
De plus, en mécanique de Ia relativité générale. l’espace doit être 
considéré comme non euclidien. 

Le principe fondamental de la dynamique!) 


+ (mo) = F (1.1.1) 


est postulé en mécanique classique pour le mouvement d’un point 
matériel de masse m et de vitesse & par rapport au système de coor- 
données « absolu » *) qui a été introduit précédemment et sera désigné 
par la suite par Enc. 

Le second membre de l’égalité (1.1.1) représente le vecteur force 
F appliqué au point matériel considéré. Ainsi, la force F# constitue 
la cause qui fait varier le vecteur quantité de mouvement mt du 
point matériel par rapport au système de coordonnées « absolu » 
En. La force F représente en dernier ressort la mesure de l’action 
physique exercée sur le point matériel par d’autres corps tant de la 


1) Ou, ce qui revient au même, la deuxième loi de Newton. 
2) Voir aussi la note au bas de la page 11. 
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nature elle-même que produits par l'homme. Par la suite. la force F 
intervenant dans l'équation fondamentale de la dynamique (1.1.1) 
sera appelée force physique ou force naturelle (v. p. 12, b)) à la diffé- 
rence de certaines autres grandeurs qui se rencontrent en mécanique 
et ont les dimensions d’une force, à savoir des forces dites d'inertie. 
En mécanique classique, on admet que la masse ne varie pas 
avec le temps et que sa valeur ne dépend ni de la vitesse du point 
matériel, ni de sa position dans l’espace. On a donc 
_ (mv) = mur, (1.1.2) 
où u: est l'accélération du point matériel par rapport au système de 
coordonnées « absolu ». 


Ainsi. le principe fondamental de la dynamique établit la rela- 
tion mathématique 


mu = F (1.1.3) 


entre la masse m d'un point matériel, le vecteur &w de son accéléra- 
tion par rapport au système de coordonnées « absolu » et le vecteur 
de la force physique F. 

Connaissant comment le point matériel se meut par rapport au 
système de coordonnées « absolu » En£. c'est-à-dire en supposant 
connues les fonctions 


=E, net) t=t0 (1.1.4) 


qui représentent les coordonnées du point dans ce syslème, on peut 
en général trouver. en se servant du principe fondamental de la dy- 
namique (1.1.3). les projections, sur les axes du même système. de la 
force physique appliquée au point, soit : 

d°= d°1 d' 


FE-=mnm— F=m—— 


LE (1.1.5) 


Réciproquement. si chacune des projections F:, F, et F- est donnée 
par une fonction du temps ft, des coordonnées Ë, ny et & du point 
matériel. ainsi que des projections dË/dt, dn/dt et dt/dt de la vitesse 
de ce point sur les axes du système de coordonnées « absolu » EË, 
les relations (1.1.5) deviennent des équations différentielles. Dans 
le cas général, l'intégration de ces équations permet de déterminer 
la loi du mouvement du point matériel, c'est-à-dire les fonctions 
e (t), n (t) et CG (t). Ceci étant, on doit (aussi dans le cas général) 
donner les conditions initiales du mouvement du point, c'est-à-dire 
les valeurs des coordonnées £, n, & et de leurs dérivées par rapport 
au temps dË/dt, dn/dt, dÜ/dt à l'instant initial t — t,. 

De ce qui précède, nous pouvons conclure qu’en étudiant le 
mouvement par rapport au système de coordonnées « absolu », la 
mécanique classique a affaire uniquement aux forces physiques ou 


2=01247 
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naturelles. Considérons le cas où le point matériel est immobile dans 
ce système (c'est-à-dire que ses coordonnées Ë, n et & sont des quan- 
tités constantes) on est animé d’un mouvement rectliligne et unifor- 
me. Dans ce cas, son accélération absolue w: est nulle. Ceci signifie 
qu aucune force physique ne s'exerce sur le point ou que les actions 
de toutes les forces appliquées au point matériel se neutralisent 
mutuellement. 

Dans le cas de l’action simultanée de plusieurs forces F, sur le 
point matériel, on postule l'égalité 


mu = D Fi. (1.1.6) 


Dans un énoncé légèrement différent, c'est le principe de l’indé- 
pendance de l’action des forces. Tout se passe comme si chaque for- 
ce composante #, apportait au vecteur 


accélération w du point matériel sa con- 
tribution 


L4 


— { —_ 
W=—F 1.1.7 
” a=— x ( ) 
indépendamment des autres forces agis- 
sant sur Ce point. Ainsi, l’égalité 


& NF, =0 (1.1.8) 


exprime la condition que les forces 

appliquées au point matériel se neutra- 

lisent ou, ce qui revient au même, font 
Fig. 1 équilibre, le point étant animé dans ce 

cas d'un mouvement rectiligne et uni- 
forme ou restant immobile par rapport au système de coordon- 
nées « absolu » ne. 

Remarquons enfin qu'étant exprimées en mécanique classique. 
en vertu de la troisieme loi de Newton, par les interactions des corps, 
les forces physiques doivent se rencontrer dans la nature par pairés 
sous forme d’une action et d’une réaction, ces dernières étant d'une 
même intensité mais de sens contraires. L’action et la réaction sont 
des forces appliquées respectivement à deux corps différents mais 
interagissants. 

Considérons maintenant à titre d'exemple d'interaction des corps 
le déplacement d’un point matériel de masse m à une vitesse & nu- 
mériquement constante, sur une circonférence « absolument » fixe 
de rayon R (fig. 1). On sait que dans un tel mouvement l’accéléra- 
tion du pointest dirigée vers le centre de la circonférence et a pour va- 
leur 


ZA 


Da=—. (1.1.9) 
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Par conséquent, le point matériel effectuant un tel mouvement est 
soumis à l’action d'une force physique F, dirigée, elle aussi, vers le 
centre de la circonférence et égale, suivant l’équation fondamentale 
de la dynamique, à 


Fm e (1.1.10) 


L'origine de cette force que l’on appelle généralement force centri- 
pète peut être différente suivant le cas. Dans le cas d’un satellite 
artificiel, elle est due à l'attraction entre la masse m du satellite et 
la masse de la Terre. Si le satellite tourne sur une orbite circulaire à 
une altitude petite par rapport au rayon de la Terre R Æ 6 370 000 m, 
la force avec laquelle le satellite est attiré par la Terre (et la force de 
réaction de même valeur, c'est-à-dire l’attraction de la Terre par le 
satellite) est voisine du poids ‘) du satellite 


G = mg. (1.1.11) 


où g est l’accélération de la pesanteur, c est-à-dire l’accélération de 
la chute libre des corps dans le vide par rapport à la Terre au voisina- 
ge de sa surface. À cause de la rotation de la Terre l'accélération de 
la pesanteur g est partout, sauf aux pôles, légèrement inférieure à la 
valeur de j qui est l’accélération de la force de gravitation. Cette 
dernière ne diffère pratiquement pas de l'accélération du même 
corps (plus exactement, du point matériel) en chute libre dans le 
vide par rapport à un système de coordonnées non tournant ayant 


1) Le poids d’un corps se caractérise par la force de pression que ce corps 
exerce sur un support horizontal immobile, par rapport à la Terre, sur lequel 
il est placé. Un tel support peut être représenté, par exemple, par le plateau 
d'une balance à fléau ou à ressort après l’amortissement de leurs oscillations 
lors de la pesée du corps. Si le corps est suspendu par un fil sans masse et n’ef- 
fectue pas d'oscillations par rapport à la Terre, la tension du fil est égale, elle 
aussi, au poids du corps. Lorsque la pesée se fait dans le vide, le poids est égal 
à la force de pesanteur mg. 

La pesée d’un corps effectuée à l’aide d’une balance à ressort animée d'un 
mouvement quelconque par rapport à la Terre doit naturellement donner des 
résultats differant du poids de ce corps au repos. Cette différence est négligeable 
lorsque la pesée se fait dans un train en marche et même à bord d’un avion 
en vol horizontal. Par contre, à bord d’un avion en piquée, à bord d’une fusée 
ou dans un ascenseur animé d'une accélération, la pression exercée par le corps 
sur son support peut être plusieurs fois plus grande ou au contraire plus petite 
que la pesanteur. Dans un ascenseur en chute libre, cette pression peut mème 
s’annuler complètement et le corps se comporte comme s’il était impondérable. 
Le même phenomène se produit à bord des satellites et des vaisseaux spatiaux 
après l’arrèt de leurs propulseurs. 

Pour plus de détails sur cette question voir l'article Hwauncruü A. HO. 
« Kaaccuseckan MexaBnKa, CHAEI HHePHUM, HeBECOMOCTE » (À. Jshlinsky « Méca- 
nique classique, forces d’inertie et apesanteur ») dans le recueil « Teopermue- 
CKAA MeXAHHKa BO BTy3ax » (« Mécanique rationnelle à l’école supérieure »). 
H3x. 2-0e. M., « Bucman mKosa », 1975 (en russe). Voir aussi $ 4 de ce chapitre 
et chap. IV, $ 1. 
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son origine au centre de masse de la Terre. L'accélération de la pe- 
santeur présente sa valeur maximale égale à 9,83 m/s* au pôle géogra- 
phique où elle coïncide avec l'accélération de la force de gravitation 
j, et sa valeur minimale à l'équateur où elle vaut 9,78 m/s*. Pour 
valeur nominale de l'accélération de la pesanteur on prend sa valeur 
à la latitude de 45°. égale à 9,81 m/s°. L’accélération de la pesanteur 
dépend également, mais très peu, de la longitude du milieu. 

En comparant les deux dernières égalités, nous obtenons pour 
la première vitesse cosmique la valeur numérique suivante : 


v=VeR æ7900m/s 1). (1.1.12) 


Si le point matériel en mouvement est un poids de masse m 
« attaché » à un centre fixe par un fil de longueur À, la force centri- 
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pète F, mentionnée plus haut a pour origine l'action du fil sur le 
poids. En vertu de la troisième loi de Newton sur l'égalité des inten- 
sités et les sens opposés de l’action et de la réaction, le point matériel 
exerce sur le fil une force T de même intensité mais dirigée à partir 
du centre de la circonférence (fig. 2). C'est cette force qui provoque 
un allongement du fil. 

Si la masse du fil est petite devant la masse du point matériel, 
la tension du fil est pratiquement la même sur toute sa longueur. 
Mais si sa masse est comparable à celle du point matériel, la tension 
du fil augmente de façon notable lorsqu on passe de ses sections 
voisines du point en mouvement vers les sections situées près du 
centre fixe. On montre que la courbe (épure) traduisant la variation 
de la tension du fil est une partie de parabole (fig. 3). Il est inté- 
ressant de noter que la tension du fil près du centre fixe est dans ce 
cas la même que celle qui s’exercerait si, en gardant la même vites- 


1) Animé d’une telle vitesse, un satellite effectue en 24 heures près de 
dix-sept révolutions complètes autour de la Terre. 
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se, la masse m du point matériel était augmentée de la moitié de la 
masse m' du fil qui le retient et le fil lui-même était remplacé par 
un fil imaginaire sans masse. 

Remarquons que la tension du fil (et donc la force centripète 
F,) peut être calculée d’après la valeur de la déformation du fil 
qui peut en principe se mesurer directement. Un tel calcul exige, 
bien entendu, que l’on connaisse la loi traduisant la déformation du 
fil en fonction de sa tension, c'est-à-dire la loi de la force physique 
mentionnée plus haut. Si le fil est fait en matériau élastique, l’allon- 
gement d’un petit morceau du fil est proportionnel à sa longueur et 
à la tension du fil au point considéré. C’est la loi de Hooke ou la loi 
de la force dite élastique. 

Dans le cas où les fils sont confectionnés en un matériau qui 
n'est pas parfaitement élastique, les déformations des fils se décrivent 
par des lois plus complexes. 

La résistance à la traction du fil étant limitée. si la tension est 
suffisamment forte, le fil finit inévitablement par se rompre. En 
exerçant une force supplémentaire F,; de faible valeur. appliquée au 
point matériel perpendiculairement au rayon À (fig. 4). on peut 
augmenter progressivement la vitesse v du point en mouvement sur 
Ja surconférence. 11 en résultera, en vertu de la formule (1.1.10), 
une croissance de la force centripète F,, ainsi que de Ia force 7, 
égale en valeur et de sens opposé, avec laquelle le point matériel agit 
sur le fil. C’est cette dernière force physique qui provoque la rupture 
du fil lorsque la vitesse du point matériel devient suffisamment 
grande. _ 

En vertu du principe fondamental de la dynamique. la force F 
peut être déterminée d après l'effet de son action sur le point maté- 
riel, c’est-à-dire d'après l'accélération w qu'elle imprime à ce point 
dans le système de coordonnées « absolu ». Ün des problèmes de la 
mécanique est la synthèse de la loi d'une force physique concrète. 
c'est-à-dire l'établissement d'une expression donnant la valeur de 
cette force en fonction des paramètres de nature physique des corps 
interagissants, de leur position mutuelle et de leur mouvement rela- 
tif. Comme nous l'avons déjà dit. un exemple de telle synthèse est 
fourni par la conclusion de Newton sur l'attraction qui s exerce entre 
les corps célestes proportionnellement au produit de leurs masses et 
à l'inverse du carré de leur distance. conclusion fondée sur l'analyse 
des lois de Kepler qui régissent le mouvement réel des planètes autour 
du Soleil. Le problème de synthèse des forces se posait aussi dans 
les cas de l'interaction élastique des corps, des actions électrique et 
magnétique. du frottement, de la résistance du milieu et de toute 
une série d’autres actions dont certaines ne sont pas encore suffi- 
samment connues et étudiées. L'étude des lois de l'interaction des 
corps et en particulier l'étude des procédés de mesure des forces est 
un problème de nature physique. 
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La connaissance de la loi d'une force physique permet, en partant 
toujours de l'équation fondamentale de la dynamique (1.1.1). de 
déterminer l'accélération du point matériel dans les différents cas 
de son mouvement. Ceci signifie qu'il devient possible de prédire, 
à l'aide de méthodes mathématiques. comment ce mouvement s'ef- 
fectuera en réalité et de calculer à l'avance tous ses paramètres né- 
cessaires. c’est-à-dire de résoudre le problème fondamental de la dy- 
namique. 

Indiquons un exemple bien connu de résolution du problème 
fondamental de la dynamique. Soit un point matériel (un poids) 
de masse m soumis à une force F qui 
représente la mesure de l’action sur cette 
masse de la part de l'extrémité d'une 
barre élastique coincée dans un support 
fixe et écarlée de sa position initiale qui 
est une position verticale rectiligne 
(fig. 5). La force obéit ici à la loi suivan- 
te. Lorsque les écarts x de l'extrémité 
de la barre par rapport à la verticale 
sont petits devant la longueur de la 
barre, la force F est proportionnelle à 
cet écart et est naturellement dirigée 
_ vers la position de l'extrémité de la 

; He barre dans laquelle cette dernière n'est 

Fig. 5 pas contrainte, c'est-à-dire vers la ver- 

ticale. Pour de tels écarts. on peut 

poser approximalivement que Île point matériel se déplace 

suivant une droite horizontale perpendiculaire à l'axe vertical de 

la barre non contrainte. En négligeant la masse propre de la barre 

(ainsi que l'influence du poids sur la flexion de la barre), nous obte- 

nons. en vertu de l'équation fondamentale de la dynamique, la re- 
lation 


mu = — Âx, (1.1.13) 


où À est une quantité caractérisant l’élasticité de la barre lors de sa 
flexion par une force, dite concentrée. appliquée à son extrémité. 
Dans le cas considéré on a 


._ d°x 1 : 
=. (1.1.14) 
et donc 
d°r p 
ME — — KT. (1.1.15) 


La dernière égalité représente une équation différentielle qui permet, 
lorsqu'on connaît l'écart x du point matériel de sa position d’équili- 
bre et sa vitesse cv a uninstantinitial { = {,, de déterminer le mouve- 
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ment ultérieur du point. La résolution de l'équation (1.1.15) montre 
que dans ce cas le point sera animé d'oscillations harmoniques régies 
par l’expression 


x=xcosh(t—t,)+ “sin k (t— to). (1.1.16) 
où 7, et v, sont les valeurs de x et de v à l’instant initial t{, et 
k=y/ À (1.117) 
est la pulsation des oscillations liée à leur période 7 par la formule 
27 0m .. 
Teen / 2. (1.1.18) 


Ainsi. tous les paramètres du mouvement peuvent être calculés à 
l'avance. 

L'étude de phénomènes mécaniques liés à l'examen du mouve- 
ment des points matériels et des corps par rapport au système de 
coordonnées « absolu » s'avère dans de nombreux cas peu commode. 
Il est peu probable qu'il soit raisonnable de développer. par exem- 
ple. une théorie du pendule de Foucault dans le système de coordon- 
nées « absolu » (ayant son origine au centre d'inertie du système 
solaire et les axes orientés vers les étoiles fixes). Un système de coor- 
données dont l’origine est placée au point de suspension du pendule 
et les axes ne modifient leur orientation par rapport à la Terre se 
révèle ici incomparablement plus raisonnable et, si l’on préfère, 
plus naturel. Or, ce système n'est pas « absolu », il est mobile !). 

Si dans l'équation fondamentale de la dynamique 


mu = F (1.1.19) 


on entend par & l'accélération uw” du point matériel de masse m 


par rapport au système de coordonnées mobile et par F, comme pré- 
cédemment, une force physique, cette équation cesse d’être vraie. 
On sait qu’elle doit être remplacée dans ce cas par l'équation 


mu =F+P+Q, (1.1.20) 


où P et Q sont les forces d'inertie dites d'entraînement et de Coriolis 
(fig. 6) données par les formules 


P = —mu* (1.1.21) 
et 


Q = —mu*. (1.1.22) 
1) Il n’est pas non plus un système de coordonnées inertiel (galiléen) parce 


que l'accélération de son origine par rapport'au système « absolu » est non nulle 
et le système lui-même tourne avec la Terre. 
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Ici w° et w° sont respectivement les accélérations d'entraînement et 
de Coriolis du point matériel, dues au mouvement du système de 
coordonnées mobile choisi par rapport au système « absolu ». Dans 
le cas général, l'accélération d'entraînement dépend aussi de la po- 
sition, alors que l'accélération de Coriolis dépend de la vitesse du 
point par rapport au système de coordonnées mobile !). 
L'équation de la dynamique du mouvement relatif (1.1.20) est 
une conséquence directe de l'équation fondamentale de la dynamique 
du point mobile par rapport au système de coordonnées « absolu ». 
En effet, représentons l'équation fondamentale de la dynamique 
sous une forme légèrement mo- 
difiée 
mu! = F, (1.1.23) 


où west une nouvelle désigna- 
tion de l'accélération du point 
matériel par rapport au système 
de coordonnées « absolu ». 

Suivant les formules de la 
cinématique du point, on a Ia 
relation 


w'= uw +uw + uw. (1.1.24) 


Maintenant, en tenant compte dans l'égalité (1.1.23) de la relation 
(1.1.24) et ensuite des formules (1.1.21) et (1.1.22), on obtient l'équa- 
tion (1.1.20). 

Examinons de plus près le sens physique des vecteurs: u” de 


l'accélération relative, uw“ de l’accélération d'entraînement et w° 
de l'accélération de Coriolis. A cet effet. désignons par xyz le système 
de coordonnées mobile et par x. y et z les coordonnées d'un point Z 
en mouvement par rapport à ce système. 


On sait que les projections du vecteur accélération relative uw” 
du point sur les axes du système xyz s'expriment par les formules 


LE (1.1.25) 


Fig. 6 


=, =, 
dt° L dt° 

Ces formules définissent l'accélération relative analytiquement. 

D'un point de vue géométrique. l'accélération relative peut être dé- 

terminée de la facon suivante. Considérons dans un système de coor- 

données « absolu » auxiliaire En & un point imaginaire .\ de coordon- 

nées E, n. € telles qu’à tout instant { elles soient respectivement 


1) Plus loin, nous donnons les formules (1.1.29), (1.1.33) pour les projec- 
tions de l’accélération d’entraïnement et de l’accélération de Coriolis sur les 
axes d'un système de coordonnées mobile, ainsi que les formules (1.1.20) et 
(1.1.31) qui représentent ces accélérations sous forme vectorielle. 
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égales aux coordonnées x, y et z du point réel Z dans le système mo- 
bile xyz (fig. 7). Ainsi, pour un argument arbitraire {, on a les éga- 
lités suivantes des fonctions 


Et =z(), n@=y(t), CG) = 24). (1.1.26} 


Par définition, l'accélération « absolue » du point imaginaire A 
est égale à la limite du rapport de l'accroissement du vecteur vitesse 
du point À rapporté au système de coordonnées « absolu » En£, à 


Fig. 7 


l'intervalle correspondant du temps lorsque ce dernier tend vers 
zéro. Le choix du système de coordonnées « absolu » étant arbitraire, 
orientons ses axes de manière qu'à un instant { = f, ils soient paral- 
lèles respectivement aux axes du système mobile zyz (fig. 8). Au 


même instant, le vecteur accélération relative u” du point réel Z 
sera alors égal à l'accélération « absolue » du point imaginaire A. 
Par à même, l’accélération relative se définit à partir de l’accéléra- 
tion « absolue ». Une telle définition peut paraître un peu trop com- 
pliquée. Pourtant. elle permet d'éviter des définitions assez souvent 
rencontrées qui ne se prêtent pas à une interprétation rigoureuse. à 
savoir des définitions du type : l'accélération relative d’un point est 
l'accélération qu'enregistre un observateur lié au système de coor- 
données mobile mais ne remarquant pas le mouvement de ce dernier. 
L'introduction du point imaginaire À sus-mentionné qui reproduit 
dans le système de coordonnées « absolu » En € le mouvement du point 
_ L par rapport au système mobile xzyz, sera également utile pour 
a suite. 


Passons à la définition de l'accélération d'entraînement #*. 
À tout instant, par exemple à l'instant t = t,, le point ZL occupe 
dans le système de coordonnées mobile zyz une position déterminée 
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M (fig. 9). Désignons par a, b et c les coordonnées de M. Ainsi on a 
z(t)=a y()=06b, 2(t)=c. (1.1.27) 
Admettons que 7 est un point d’un corps solide imaginaire ri- 
gidement lié au système mobile zyz et donc effectuant avec ce systè- 
me un mouvement par rapport au système « absolu ». L’accélération 
« absolue » de ce point du corps de coordonnées constantes a, b, c 
mentionnées est précisément l'accélération d'entraînement w° du 
point Z en mouvement dans le système de coordonnées xzyz. 


z,C 


L'E 9,7 T 
Fig. 8 Fig. 9 


En cinématique du corps solide, on établit des formules pour les 
projections de l'accélération d'un point quelconque du corps sur les 
axes du système de coordonnées xzyz qui lui est rigidement lié. Etant 
valables pour le cas le plus général du mouvement du corps solide, 
ces formules peuvent se présenter sous la forme 


d d : 
Wu + CS b+ p(pa+qb+ rc) —w’a. 
dr dp 


M, =uy+ ra c+a(pa+ qb+ rc) —0w*b, (1.1.28) 
D EL PER | _ 2 
WU: + b TRE r (pa + gb + rc) — wc. 


Icip.aet r sont les projections sur les axes x, y et z du vecteur vites- 


se angulaire w de ce corps, cette vitesse étant à la fois la vitesse 
angulaire du système de coordonnées zyz par rapport au système 
4 absolu »?); &%, w,, et w° sont les projections sur les axes mobiles 


1) La vitesse angulaire d’un corps solide est une des grandeurs caracté- 
tisant son état physique. Elle peut être mesurée (par exemple, à l’aide de gyro- 
scopes ou de mesureurs de forces centripètes) sans avoir recours à une informa- 
tion quelconque sur la position du corps par rapport au système de coordonnées 
+ absolu ». Aussi, le terme vitesse angulaire absolue d’un corps doit-il s’employer, 
à la différence du terme vitesse « absolue » d’un point, sans guillemets. 
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z, y et : de l'accélération « absolue » de l’origine du système xzyz. 

Le remplacement, dans les dernières formules, des quantités a, b 
et c respectivement par Îles coordonnées courantes zx, y et z nous 
conduit aux expressions suivantes pour les projections de l’accélé- 
ration d'entraînement w° du point L en mouvement par rapport au 
système de Riou: mobile xzyz : 


d o 
Eur + 5 y p(pz+ qy+ rc) — ox, 
e d » 
Ly = W} . z— D 2+q(pz + qu rs) — y. (1.1.29) 
wi = ur + By rtr(pr+qu+ rs) —wz. 


Signalons que la forme vectorielle de l’accélération d'’entraîne- 
ment est 


w =u0+ Xr+@(w-r) —œ?r. (11.30) 


Ici, w° est le vecteur accélération « absolue » de l'origine du système 
Zyz, & est, comme précédemment, le vecteur vitesse angulaire abso- 


lue de ce système et r est le rayon vecteur du point mobile L rapporté 
au même système de coordonnées zyz. c'est-à-dire le vecteur dont 
les projections sur les axes de ce système sont les variables z = x (t), 
= y(t) et z =2z(t); le signe X dans la formule (1.1.30) désigne 
comme à l'ordinaire le produit vectoriel et le point, le produit sca- 
laire. 

Enfin, l'accélération de Coriolis s'exprime sous la forme vecto- 

rielle par 
u* = 2w X L”, (1.1.31) 


où v' est le vecteur vitesse relative du point L par rapport au systè- 
me de coordonnées mobile zyz, c'est-à-dire le vecteur dont les pro- 
jections sur les axes de ce système sont 
Ie pet, ra (1.1.32) 
dt 

et que l’on peut définir géométriquement en procédant de la même 
façon que cela a été fait un peu plus haut pour le vecteur accéléra- 
tion relative w’. 

Les projections de l'accélération de Coriolis &° sur les axes du 
système mobile zyz, s'expriment par les formules 

ue = 2 (qui — ru), 


wÿ, = 2 (ru; — pu!), (1 A .33) 
WE = 2 (pus — qui). 
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L'accélération de Coriolis peut s'interpréter comme une somme 
géométrique de deux composantes. La première de ces composantes est 
représentée par la partie de la dérivée par rapport au temps du vec- 


teur ’ (c'est-à-dire du vecteur vitesse relative du point L) qui est 


due à la rotation du vecteur v’ avec le système de coordonnées mobi- 
le. La seconde est aussi une partie de la dérivée mais cette fois du 


vecteur vitesse d'entraînement v°, qui prend naissance par suite de 
la variation de ce vecteur lorsque le point ZL se déplace par rapport 
au système de coordonnées mobile d’une position dans une autre. 
Les deux composantes de l'accélération de Coriolis sont rigoureuse- 
ment identiques. 

Ainsi. l'équation fondamentale de la dynamique du mouvement 
relatif (1.1.20) contient dans son second membre. en plus de la force 


physique F, encore deux forces d'inertie d Euler, à savoir: la force 


d'entraînement ? et la force de Coriolis Q. Ces forces d'inertie ne 
sont pas des forces physiques et en ce sens elles sont fictives. En 
effet, elles dépendent exclusivement des circonstances de nature ci- 
nématique liées au choix d'un système de coordonnées mobile con- 
cret et ne reflètent pas l'interaction d'un point matériel donné avec 
les autres corps. En particulier. on ne peut pas leur faire correspondre 
les forces de réaction. Ceci signifie que le principe de l’action et de 
la réaction (troisième loi de Newton) ne s'applique pas à ces forces. 
C'est pourquoi les forces d'inertie d'Euler sont souvent appelées 
pseudo-forces 1). 

Les forces d'inertie d Euler peuvent varier radicalement lors- 
qu'un système de coordonnées mobile est remplacé par un autre. 
Par exemple, si le système de coordonnées mobile est animé d'un 
mouvement de translation. c'est-à-dire si sa vilesse angulaire par 
rapport au système «absolu» (vitesse angulaire absolue) est nulle, la force 
d'inertie de Coriolis disparaît complètement et laforce d inertie d en- 
traîinement d'un point matériel quelconque ne dépend pas de la position 
qu'il occupe dans le système de coordonnées mobile. En particulier, 
dans le cas d’un tel système de coordonnées, les forces d'inertie 
d'entraînement des parties élémentaires d'un corps continu sont 
parallèles ; leur résultante est égale au produit de la masse totale du 
corps par l'accélération « absolue » de l'origine du système mobile. 
Quelle que soit l'orientation du corps, cette résultante passe par le 
centre d'inertie de ce corps. De tels systèmes en mouvement de trans- 
lation se révèlent bien commodes pour l'étude des questions théori- 
ques de la mécanique des systèmes gyroscopiques. 

Examinons de plus près des systèmes de coordonnées mobiles en 
translation dont les origines et donc tous les points de coordonnées 


1) Voir Feynman R. P., Leighton R. B.. Sands M. « The Feynman lectures 
on physics». Vol. I. Reading (Mass.), Addison-Wesley Publ., 1963. 
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constantes dans ces systèmes sont animés d'un mouvement rectiligne 
et uniforme par rapport au système de coordonnées « absolu » (c'est- 
à-dire se meuvent avec une accélération « absolue » nulle). Ce sont 
des systèmes de coordonnées dits galiléens ou encore. comme les 
physiciens les appellent. les systèmes de référence galiléens (en in- 
cluant dans les systèmes de référence le temps « local »). Dans de 
tels systèmes mobiles sont nulles non seulement les forces d'inertie 
de Coriolis mais encore les forces d'inertie d'entraînement. Par 
conséquent, l'équation fondamentale de la dynamique (1.1.20) pour 
les systèmes galiléens coïncide en forme avec l'équation fondamen- 
tale de la dynamique (1.1.23) pour le mouvement rapporté au système 
de coordonnées « absolu ». Ceci signifie que le système « absolu » ne 
présente pas d'avantages particuliers qui ne soient propres qu’à lui. 
Tout système de coordonnées galiléen lui est parfaitement équiva- 
lent. Lors de l'étude du mouvement rapporté à un système galiléen 
arbitrairement choisi, toutes les lois de la mécanique et leurs corol- 
laires ont une forme identique. Les systèmes galiléens sont souvent 
appelés systèmes inertiels. 

L'appellation de système « galiléen » donnée au système de coor- 
données inertiel sert plutôt à rendre immortel le nom du génial sa- 
vant que de refléter le fait que ce système fut proposé par Galilée 
lui-même sous la forme telle que nous l'entendons de nos jours. 
Dans ses célèbres Discorsi, Galilée admet qu'à l'intérieur d'un 
navire animé d'un mouvement uniforme effectué dans une même di- 
rection, tous les phénomènes mécaniques, y compris la chute des 
corps, ne se distinguent pas des phénomènes analogues qui se produi- 
sent à l’intérieur d'un navire immobile, rangé le long du quai. Pour- 
tant, la forme sphérique de la Terre et le fait de sa rotation étaient 
bien connus de Galilée. Ainsi, Galilée adoptait pour système de 
coordonnées inertiel, dans le sens moderne de ce mot, un système 
gravitant uniformément autour de la Terre suivant le grand cercle. 
Par.conséquent, d'après Galilée. la portée d’un boulet de canon de- 
vait étre la même, qu'il soit tiré, sous un mème augle par rapport à 
l'horizon, sers l'est ou vers l'ouest : Ze = ly: (fig. 10) et les corps 
en chute ne devaient pas s'écarter de la verticale !) vers l'est. 

Revenons au cas général des systèmes de coordonnées mobiles, 
c'est-à-dire aux systèmes non inertiels. et à l'équation fondamentale 
de la dynamique (1.1.20) qui décrit le mouvement du point maté- 
riel par rapport à de tels systèmes. Ainsi qu'on l’a dit plus haut, la 
mécanique du mouvement relatif diffère. en vertu de l’équation 
(1.1.23). de la mécanique du mouvement « absolu » (ainsi que de la 


') 11 est intéressant de noter que Galilée était près de découvrir la pre- 
mière vitesse cosmique en se demandant si un boulet de canon tiré dans la 
direction horizontale tombera toujours sur la Terre (en l’absence de toute résistan- 
ce de l'air au mouvement du boulet). Hélas! 11 avait commis des erreurs dans 
le calcul des infiniment petits. 


30 PRECIS DE MECANIQUE DU MOUVEMENT RELATIF (CH. I 


mécanique du mouvement rapporté au système galiléen) par la 
nécessité de tenir compte, outre les forces physiques, des pseudo- 
forces, c'est-à-dire des forces d'inertie d'Euler : de la force d’entraîne- 
ment et de la force de Coriolis. On doit évidemment tenir compte 
des forces d'inertie d'Euler de tous les points matériels et de toutes 
les parties élémentaires des corps continus, qui constituent l’en- 
semble mécanique considéré. 

On peut proposer la définition suivante des forces d'inertie d'Eu- 
ler. Par un procédé analogue à celui exposé plus haut à propos de 


Fig. 10 


la définition de l'accélération relative, considérons un ensemble mé- 
canique auxiliaire tout à fait identique, d’après la répartition de 
ses masses, à l’ensemble mécanique principal. Supposons que cet 
ensemble auxiliaire effectue un mouvement par rapport à un système 
de coordonnées « absolu » En & arbitrairemeñt choisi, qui est le même 
que celui dont est animé l’ensemble mécanique principal par rapport 
au système mobile donné xzys. Ainsi. à un point matériel quelconque 
(resp. à une partie élémentaire quelconque du corps continu) de 
l’ensemble mécanique principal. de coordonnées courantes x (t), 
y (t), z (t) correspond un point matériel (resp. une partie élémentaire 
du corps continu) de l’ensemble mécanique auxiliaire, de mème 
masse et de coordonnées E (f), n (t). & (t). Ceci étant, on a de plus 


E(t)=z(t), nt =y(t), (= z(). (1.1.34) 


Supposons également que tous les points matériels et toutes les par- 
ties élémentaires des corps continus de l’ensemble mécanique auxi- 
liaire sont soumis à des forces physiques (extérieures et intérieures) 
qui sont les mêmes que celles agissant sur l'ensemble mécanique 
principal, c’est-à-dire à des forces de même intensité, appliquées 
aux mêmes points et orientées par rapport aux axes du système de 
coordonnées « absolu » Enê exactement de la même façon que par 
rapport au système mobile zyz. 


8 1] MOUVEMENT RELATIF ET FORCES D'INERTIE 3 


Pour que le mouvement de l’ensemble mécanique auxiliaire par 
rapport au système de coordonnées « absolu » En £ reproduise exacte- 
ment le mouvement de l’ensemble mécanique principal par rapport 
au système de coordonnées mobile zyz, il est nécessaire, dans le cas 
général, d'appliquer à l’ensemble mécanique auxiliaire, en plus des 
forces physiques agissant sur l’ensemble mécanique principal. encore 
des forces supplémentaires. Le mouvement étant considéré par rap- 
port au système de coordonnées « absolu », ces forces supplémentaires 
ne peuvent être que des forces physiques. Il est évident qu elles cor- 
respondent exactement aux forces d'inertie d'Euler. 

Ainsi, les forces d'inertie d’Euler sont égales à des forces physi- 
ques qu’on doit ajouter aux forces physiques initiales pour reproduire 
le mouvement relatif d'un ensemble mécanique quelconque comme 
un mouvement absolu. Signalons en particulier que les efforts inte- 
rieurs dans les corps de l’ensemble mécanique auxiliaire seront exac- 
tement les mêmes que dans les corps de l’ensemble principal. 

Üne telle définition des forces d'inertie d’'Euler rend inutiles des 
raisonnements peu clairs, mais qui se rencontrent néanmoins, à sa- 
voir : les forces d'inertie doivent ètre considérées comme des forces 
ordinaires pour un observateur se déplaçant avec le système de coor- 
données mobile mais le considérant comme immobile. 

Pour en terminer avec cette question, examinons la forme que 
prennent les équations du mouvement d’un point matériel rapportées 
à un système de coordonnées dit « tombant » qui a une importance 
considérable tant pour les questions théoriques que pour les appli- 
cations. Introduisons un système de coordonnées en translation 
E*n* C* dont l’origine est placée au centre de masse d’un corps de pe- 
tites dimensions (par exemple d'un satellite artificiel) qui se meut 
dans l’espace cosmique (fig. 11). Le mouvement d’un tel corps s'ef- 
fectue sous l’action des forces d'attraction exercées par tous les 
corps de notre système solaire. c'est-à-dire par le Soleil, la Terre, 
la Lune, les grandes et petites planètes et leurs satellites. Désignons 


par / le vecteur de la force d'attraction globale appliquée à l'unité 
de masse du corps considéré et soit la masse de ce dernier. Les 
dimensions du corps étudié étant petiles devant la distance aux 
centres de masse des corps célestes du système solaire, on peut admet- 
tre que toutes les forces d'attraction appliquées à ses parties élé- 
mentaires sont parallèles. Ainsi donc, l’équation du mouvement du 
centre de masse du corps, rapportée au système de coordonnées 
« absolu » En£, s'écrira sous la forme 


L Mu = M. (1.1.35) 
Ici w° est l'accélération « absolue » de l’origine du système E*n* &*, 


c'est-à-dire l'accélération par rapport au système Ené. Il est évi- 
dent que 


u0 = f. (1.1.36) 


32 PRECIS DE MECANIQUE DU MOUVEMENT RELATIF [CH I 


Soit un point matériel de masse m en mouvement au voisinage 
immédiat du corps considéré. D’après ce qui a été établi plus haut, 
l'équation du mouvement relatif de ce point par rapport au système 
de coordonnées mobile E*n*£* s'écrit sous la forme 


mu =F+P+Q. (1.1.37) 


Ici F est la force d'attraction du point matériel par les corps du 


système solaire, P la force d'inertie d'entraînement et Q la force 
d'inertie de Coriolis. 
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Fig. 11 


Dans le cas considéré, la force de gravitation F s'exprime avec 
une grande précision par la formule 


F = mf. (1.1.38) 
En déterminant la force d'inertie d'entraînement 
P = -mu (1.1.39) 


il faut tenir compte du fait que par hypothèse le système de coordon- 
nées £#n*C* est animé d'un mouvement de translation. Par suite, 


u° = u?. (1.1.40) 

La force d'inertie de Coriolis Q n'existe pas dans le cas considéré. 
En effet, : : : 

Q = —2mw* %X &”, (1.1.41) 


où w* est la vitesse angulaire du système E*n* £*. Or, w* est nulle. 
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Compte tenu des formules (1.1.38) à (1.1.40), ainsi que du fait 


que la force Q est nulle, l’équation (1.1.37) se ramène à la forme 
mu = mf — mu. (1.1.42) 


En vertu de l’égalité (1.1.36), le second membre de la dernière équa- 
tion est nul. Il en résulte que 


uw = 0, v' = const. (1.1.43) 


Ainsi, dans le cas où l’on néglige l’action de la masse M sur le point 
matériel mn, ce dernier doit être animé d'un mouvement rectiligne 
uniforme par rapport au système de coordonnées E*n* &*. En par- 


ticulier, si à l'instant initial la vitesse relative v’ est nulle, le point 
considéré sera, par rapport à ce système, à l’état de repos relatif. 

Le système de coordonnées E*n*C* ainsi introduit est dit tom- 
bant !). Il ne doit pas, bien entendu, tomber sur la Terre avec le 
corps de masse ÀAf qui le porte, ou sur un autre corps céleste quel- 
conque. Une telle appellation est conventionnelle. L'origine d’un 
tel système peut être placée, par exemple, au centre de masse d'un 
vaisseau spatial ou d’une fusée si leurs propulseurs sont à l'arrêt ?). 
Le système de coordonnées tombant peut être lié, avec une certaine 
approximation, à un ascenseur lourd réellement tombant ou à un 
avion effectuant pendant un certain temps un mouvement program- 
mé exactement le même que celui qu’il aurait en l'absence de l’atmo- 
sphère et les moteurs mis à l’arrêt. Dans les systèmes de coordonnées 
tombants, le mouvement relatif des corps s'effectue de maniere 
comme si ces corps étaient dépourvus de la pesanteur, c’est-à-dire 
comme s'ils étaient « impondérables ». 

Enfin, plaçons l’origine du système de coordonnées E*n*£* au 
centre de la Terre. D’après ce qui précède, nous pouvons conclure 
que le mouvement des corps (par exemple, d’un pendule de Foucault 
ou d’un projectile) par rapport à ce système s'effectue pratiquement 
de la même façon comme si ce système était « absolu » et l'attraction 


des corps par le Soleil, la Lune et les autres corps célestes (excepté 
la Terre) était nulle. 


$ 2. Pendule composé imperturbable 


Un exemple utile illustrant les lois de la mécanique du mouve- 
ment relatif (v. paragraphe précédent) est fourni par l'étude du 
problème concernant le mouvement d’un pendule composé dont le 


1) Voir « Inertial guidance ». Ed. by Pittman G. R. London, 1962. 

2?) Le cas où les propulseurs d’une fusée ou d’un vaisseau cosmique fonct ion- 
nent conduit à une étude, importante pour la pratique, du mouvement et de 
l'équilibre des corps par rapport à un système de coordonnées en translation 
dont l'origine est animée d’un mouvement accéléré avec le centre de masse 
de la fusée ou du vaisseau (voir plus loin théorie de l’accéléromètre, chap. IV, 8 1). 
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point de suspension se déplace sur une sphère non tournante S$, 
concentrique à la sphère terrestre !). Négligeons l'influence que 
l'attraction due au Soleil, à la Lune et aux autres corps célestes a sur 
le mouvement du pendule. En conséquence. prenons pour système 
« absolu » un système de coordonnées En & d’origine placée au centre 
commun de la Terre et de la sphère S et d'axes de directions fixes 
par rapport aux étoiles. Supposons que la Terre est une sphère à 
répartition radiale de la densité (ne dépendant que de la distance 
au centre de la Terre ou ayant, en particulier, une valeur constante). 
Sous ces hypothèses, l'attraction que la Terre exerce sur la masse du 


pendule est pratiquement équivalente à une seule force F passant 
par le centre de gravité du pendule et le centre de la Terre. Négli- 
geons également le frottement dans le dispositif de suspension du pen- 
dule et l'influence du milieu ambiant. Le pendule sera considéré 
comme un corps solide parfait. 

Désignons par x, y et z les axes d'inertie principaux de la masse 
du pendule, qui passent par son point de suspension ; ces axes for- 
ment un système de coordonnées zyz rigidement lié au pendule. 
Proposons-nous d'établir les équations du mouvement du pendule 
étudié. rapportées à un système de coordonnées E*n*£* se dépla- 
çant en translation (et donc non tournant) et ayant son origine au 
point de suspension du pendule. D'après ce qui a été établi au $ 1 
du présent chapitre, ces équations différeront des équations d’Euler 
bien connues qui traduisent le mouvement d’un solide à un point 
fixe par rapport à un système de coordonnées « absolu »: 


A +(C—B)gr= M. 
dq ; LA ) . 
BE +(4—C)rp=M,, (1.2.1) 


CT +(B—A4)pq= M | 


En effet, leurs seconds membres M,, M, et M, doivent comporter, 
en plus des moments par rapport aux axes z, y et z de la force de 


gravitation F, encore des moments correspondants des forces d’iner- 
tie d'Euler. Ces dernières sont composées, dans le cas général, des 
forces d'inertie d'entraînement et des forces d'inertie de Coriolis. 
Or, le système E*n* £*, par rapport auquel sont établies les équations 
du mouvement du pendule, est animé d’un mouvement de translation 


1) L'introduction d’une telle sphère S se révèle utile dans de nombreux 
cas où l’on étudie le mouvement des systèmes gyroscopiques et inertiels. Les 
équations du mouvement établies par rapport à une sphère qui ne participe 
pas à la rotation de la Terre, prennent la forme la plus simple. Ceci est vrai 
surtout en ce qui concerne la théorie du compas gyroscopique, du pendule gyro- 
scopique de Schüler-Boulgakov, du pendule composé imperturbable, ainsi que 
le problème fondamental de la navigation par inertie. 


$ 2] PENDULE COMPOSÉ IMPERTURBABLE 35 


et sa vitesse angulaire absolue w* est nulle. Par suite, comme il a été 
indiqué au paragraphe précédent, les forces d'inertie de Coriolis sont 
dans ce cas nulles, alors que les forces d'inertie d'entraînement des 
masses élémentaires du pendule se réduisent à une seule force P 
passant par son centre de masse. Cette dernière force est égale au 
produit de la masse m du pendule par l'accélération w de son point 
de suspension, c’est-à-dire de l'origine du système E*n*£* mobile 
par rapport au système « absolu » En introduit plus haut. La force 
P est parallèle au vecteur x de l’accélération mentionnée mais est 
orientée en sens inverse, soit 


P = - mu. (1.2.2) 


Remplacons les seconds membres des équations (1.2.1) par les som- 
mes des moments des forces F et P respectivement par rapport aux 


axes x, y et z: les équations du mouvement du pendule prennent la 
forme suivante: 


A+ (C—B)gr=ue(F:+ P)—2(F,+ 2), 
BT+(A—C)rp=2 (Ft Ps)—te(F;+P;), (1.2.3) 
d 
+ (B— 4) pq=x(F,+P2,)—y(Fx Ps) 


Ici z,, ye, z. sont les coordonnées du centre de masse du pendule 
dans le système zxyz lié au pendule; F,, F,, F.: et P,, P,, P. sont 
les projections respectives sur les axes x, y et z de la force de gravi- 
tation F et de la résultante P des forces d'inertie d'entraînement : 
A, Bet C sont, comme précédemment, les moments d'inertie prin- 
cipaux de la masse du pendule ou, ce qui revient au même, les mo- 
menfs d'inertie par rapport aux axes d'inertie principaux x, y et z; 
enfin, p, g, r sont les projections, sur les mêmes axes, de la vitesse 
angulaire w du pendule et du système de coordonnées zyz qui lui 
est lié (par rapport au système de coordonnées non tournant E*n* &* 
ou, ce qui revient au même, par rapport au système « absolu » Ent). 

Dans ce qui suit, nous nous contenterons d'examiner le cas d’un 
pendule dont le centre de masse est situé dans la partie négative de 
l'axe z qui est à la fois l’axe de symétrie dynamique (fig. 12). Par 
conséquent, dans les équations (1.2.3), posons 


A =B (1.2.4) 
et 
T=y=0, 2, = —l, (1.2.5). 


3 
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où Z est la distance entre le point de suspension et le centre de masse 


du” pendule. 


Les équations (1.2.3) prennent la forme suivante: 


d 
A+ (C—A)gr=1l(F,+P,), 


A +(A—C)rp= —1 (Fe + P), (1.2.6) 


dr 
Cr : 


La dernière des équations (1.2.6) permet de conclure que quel que 
soit le mouvement effectué par le point de suspension du pendule, 


Fig. 12 


la projection de sa vitesse angu- 
laire sur l’axe de symétrie dyna- 
mique reste inchangée au cours 
du temps, c’est-à-dire que 


r = const. (1.2.7) 


Traitons dans ce paragraphe 
un problème particulier concer- 
nant le comportement d’un pen- 
dule composé dont le point de 
suspension se déplace sur la 
sphère S. À savoir, proposons- 
nous d'établir les conditions 
sous lesquelles l’axe z de symé- 
trie dynamique d’un pendule à 
point de suspension mobile passe 
invariablement par le centre de 
la Terre. 

Supposons que les paramètres 
du pendule : les moments d'inertie 
principaux À =B et C, la masse 
m et la distance ! de son centre 
de masse à son point de suspen- 
sion, ainsi que les conditions ini- 


tiales du mouvement du pendule et enfin le caractère du mouvement de 
son point de suspension sur la sphère S sont tels que l'axe z passe 
effectivement tout le temps par le centre de la Terre. Dans ce cas, en 
plus de la condition (1.2.7), les deux premières équations (1.2.6) 
doivent également se transformer en identités. Dans ces équations, 
les projections F, et F, de la force de gravitation doivent mainte- 
nant être posées nulles parce que cette force passe par le centre de 
masse du pendule et par le centre de la Terre et donc est dirigée 
suivant l’axe z. Compte tenu de cette remarque, les équations men- 
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tionnées (1.2.6) deviennent 
dp nn. 
AS (C— 4) gr =lP,, 
AS +(4—C)rp= —lP, 


où r est une constante, comme il en résulte de l'intégrale première 
(1.2.7). 

Déterminons maintenant les composantes P, et P,, de la résul- 
tante des forces d'inertie d'entraînement en utilisant à cet effet la 
formule (1.2.2). Remarquons tout d’abord que dans le cas considéré 
le système de coordonnées zyz lié au pendule se déplace de manière 
que les axes x et y sont tangents à la sphère S et que l’axe z est le 
prolongement du rayon À mené du centre de cette sphère vers le 
point de suspension du pendule. Ainsi, les axes x, y et z peuvent 
être considérés comme des arêtes d’un trièdre de Darboux se dépla- 
çant sur la sphère S 1). 

Désignons par v., v,, v. et w,, w,, w, les projections respectives 
sur les arêtes x, y, z de la vitesse et de l’accélération, par rapport au 
système de coordonnées « absolu » En£, du sommet du trièdre de 
Darboux, c’est-à-dire de l’origine du système zyz qui coïncide avec 
le point de suspension du pendule et avec l’origine du système mobi- 
le non tournant E*n*£*. 

Pour l'analyse qui suit il faut avoir des formules exprimant les 


projections de la vitesse v et de l'accélération w du sommet du trièdre 
de Darboux sur ses arêtes par l’intermédiaire des projections sur 


les mêmes arêtes de sa vitesse angulaire w. Proposons-nous d'établir 
ces formules. Si l’on associe au trièdre de Darboux un corps solide, 
il se trouve que ce corps, s’il a des dimensions appropriées, possède 
toujours un point fixe quel que soit le caractère du mouvement du 
sommet du trièdre sur la sphère S. Ce point se confond avec le cen- 
tre commun de la sphère S$ et de la Terre. Il se situe à une distance 
égale au rayon À de la sphère S au sommet du trièdre dans la partie 
négative de l’axe 2z. 

Introduisons un système de coordonnées z'y’z’ ayant son origine 
au centre de la Terre et ses axes z” et y” parallèles respectivement 
aux arêtes z et y du trièdre. L’axe z° de ce système est dirigé sui- 
vant le même rayon de la sphère $ que l’arête z. Il est évident que la 


vitesse angulaire w” du nouveau système de coordonnées z’y'’z’ est 
la même que celle du trièdre zyz. L'origine du système z’y’z’ étant 


1) En étudiant la géométrie des surfaces gauches, Darboux introduisit 
un triédre mobile dont le sommet se déplace sur la surface considérée et l’une 
des faces est tangente à cette surface. (Voir Darbouzx G. « Leçons sur la théorie 
générale des surfaces et les applications géométriques du calcul infinitésimal ». 
P.I. Paris, Gauthier-Villars, 1891-1914.) 
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immobile, on a pour les projections v,, v,, v, sur les axes z’, y’, 
z' de la vitesse de tout point du corps solide lié à ce système et par 
conséquent, au trièdre de Darboux, les formules d’Euler suivantes: 


Vx! = @y2 — y", 
Uyr = WT — Oz”, (1.2.9) 
Ur = OO, — OT’. 


Ici x’, y’ et z’ sont les coordonnées d’un point quelconque du corps 
solide mentionné dans le système z'y’z’, et w;:, w,- et w:: sont les 
projections de sa vitesse angulaire w” sur les axes de ce système. 

Comme les axes x’, y’, z’ sont respectivement parallèles aux arè- 
tes x, y et z, on a évidemment 


Vx = Uxs Uy = Uys Uz — U:, e 9 10) 


Ok — D; Oy = q; We =r. 

Posons maintenant dans les formules (1.2.9) x’ = y’ = 0 et 

z' = R, ce qui correspond aux coordonnées du sommet du trièdre 

de Darboux dans le système z’y’z". Il en résulte, compte tenu des 
formules (1.2.10), que 


vx, =qR, v,=—pR, v, =0(. (1.2.11) 


Au point de vue géométrique, l’accélération est le vecteur vitesse, 
par rapport à un système de coordonnées fixe, de l'extrémité du 
vecteur vitesse du point mobile à condition que l'origine de ce vec- 
teur soit confondue avec l'origine du système mentionné. Quant 
aux projections w,, w,», w. de l'accélération du point en mouve- 
ment sur les axes du système de coordonnées mobile x’y’z", elles 
s'expriment par les formules 


dr, 
. — x . 
y’ pren at + (Q MA 2 — OVy , 
\ 
dv.,, 
L = V ’ ’ 
Lyr — FT + @.rUx — Dsl, (1 .2.12) 
 . dv.  . . 
L.. _— dt HT Oxly — Gyrlx. 


Les dérivées dv,-/dt, dv, /dt et dv../dt qui apparaissent aux seconds 
membres de ces formules caractérisent une partie de la vitesse de 
l'extrémité du vecteur vitesse, qui est due à la variation de la va- 
leur de ce vecteur et à celle de son orientation par rapport au systè- 
me de coordonnées mobile z’y’z'. Les autres termes caractérisent 
une autre partie de la vitesse de l'extrémité du vecteur vitesse, pro- 


voquée par la rotation du système z'y’z’. Il n'est pas difficile de 
voir que les derniers termes s’obtiennent à partir des seconds mem- 
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bres des formules (1.2.9) si l’on y remplace les coordonnées zx”, y’ 
et z’ respectivement par les projections de la vitesse v.,., v,. et v.. 

En tenant compte dans les formules (1.2.12) des égalités (1.2.10) 
et (1.2.11), nous obtenons, pour les projections de l'accélération du 
sommet du trièdre xyz sur ses arêtes, les expressions suivantes: 


w,= R (SE “ + pr) , 


= (L— gr) | (1.2.13) 
w,= — R(p?+ q°). 
On a, bien entendu, dans ce cas 


We, Uy=U,, Ur =W,. (1.2.14) 


Connaissant l’accélération « absolue » du sommet du trièdre de 
Darboux zyz, il n'est pas difficile de déterminer les projections sur 


ses arêtes de la résultante P des forces d'inertie d'entraînement des 
masses élémentaires du pendule composé. Comme il a été dit plus 


haut, la force 2 est due au mouvement du système de coordonnées 
non tournant E*n*£* dont l’origine est au point de suspension du 
pendule ou, ce qui revient au même, au sommet du trièdre de Dar- 
boux xyz. Ainsi qu'on l’a dit plus haut, c'est précisément par rap- 
port au système E*n* £* en translation qu'ont été établies les équa- 
tions (1.2.3) du mouvement du pendule autour de son point de sus- 
pension. D'après la formule (1.2.2), on a 


P,=—-mw,= —mR (+ pr) : 


P,=—muv,=mR(SE—qr), (1.2.15) 
P;= —mv, =mR(p°+ q"°). 


L à 


Introduisons maintenant les deux premières expressions (1.2.15) 
dans les équations (1.2.8). Nous obtenons, moyennant les transfor- 
mations évidentes, deux relations: 


(4—ImR) Æ + (C— A+imR) gr — 


(12.16) 
(4—imf) T—(C—A- ImR) pr = Ù 


dans lesquelles r est une constante égale à la projection de la vitesse 
angulaire du pendule sur l’axe z à l'instant initial. 

Les relations (1.2.16) doivent être satisfaites à tout instant, 
c'est-à-dire identiquement, si dans un certain mouvement du point de 
suspension du pendule sur la sphère S l’axe de symétrie dynamique z 
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du pendule passe constamment par le centre de la Terre. Proposons- 
nous d'établir les conditions dans lesquelles les égalités (1.2.16) se 
transforment en identités. On a déjà fait observer que ces conditions 
peuvent concerner tant les valeurs des paramètres À, C, m, L du 
pendule que le caractère du mouvement de son point de suspension 
sur la sphère S, ainsi que le rayon R de la Terre et la projection r 
de la vitesse angulaire du pendule sur l'axe =. 

Les relations (1.2.16) peuvent être considérées comme un système 
d'équations algébriques linéaires homogènes par rapport aux quan- 
tités À — !mR et C — À + ImR. Comme C = 0 (dans le cas con- 
traire, le pendule se présenterait sous la forme d'une tige d’épais- 
seur infiniment petite, allongée suivant l'axe :), l’une au moins de 
ces quantités est différente de zéro. Ceci signifie que les égalités 
(1.2.16) ne peuvent se transformer en identités que dans le cas où le 
déterminant 


dp 
—— qr 
| # _ dp dq | - 
A=| à =-r(p# +1) (2417) 
at Pr 


est nul. La condition À = 0 peut avoir lieu dans deux cas. Le déter- 
minant (1.2.17) s’annule, dans le premier cas, si 


r = 0 (1.2.18) 
et, dans le second, si est vérifiée l’égalité 
d d d p?+q? 

p + q = ES = 0. (1.2.19) 


Dans le premier cas, c'est-à-dire pour r = 0, en vertu des relations 
(1.2.16), doit être réalisée la condition 


A = ImR, (1.2.20) 


alors que les fonctions du temps 
p=plt),, qg=q{) (1.2.21) 


peuvent être arbitraires. Il en résulte, suivant les formules (1.2.11), 
qu'aucune variation en grandeur et en direction de la vitesse de 
mouvement du point de suspension sur la sphère $S ne peut faire 
changer l'état de mouvement du pendule dans lequel son axe de 
symétrie dynamique z passe par le centre de la Terre et la projection 
r de la vitesse angulaire du pendule sur cet axe est nulle. 

C'est la raison de la dénomination « pendule imperturbable » 
donnée au pendule qui vient d’être décrit. La possibilité de réaliser 
théoriquement un pendule imperturbable a été indiquée pour la 
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première fois par M. Schüler ?) dont il porte le nom. Malheureuse- 
ment, la réalisation pratique du pendule de Schüler est impossible 
du fait que son paramètre / doit avoir une valeur extrêmement peti- 
te *). 

Passons maintenant au second cas où le déterminant (1.2.17} 
s'annule lorsque l'égalité (1.2.19) est réalisée. En vertu de cette 
égalité, on a 

p° + g = wA3 = const, (1.2.22) 
d'où 
p=LiVEr. (12.23) 


La constante w, a ici un sens bien simple. Elle est égale à la pro- 


jection de la vitesse angulaire w du trièdre de Darboux zyz sur sa 
face zxy. 

La première des relations (1.2.16) se ramène maintenant à la 
forme 


+ (4 Im) T+(C—A+ImR) gr=0. (1.2.24) 
TI 


Excepté la variable q et sa dérivée par rapport au temps, toutes les 
quantités figurant dans la dernière égalité sont des constantes. Par 
suite, si la projection r de la vitesse angulaire du trièdre zyz est 
non nulle et la projection qg est une fonction du temps, l'égalité 
(1.2.24) ne peut être vérifiée que si 


1 — = const. (1.2.25} 


Cette dernière relation est une équation différentielle du premier 
ordre en la fonction qg = q (t), dont la résolution donne 


g=owArsin (Ât+e), (1.2.26) 


où 8, de même que w, et k, est une constante. 


1) Voir Schüler M. « Die Stôrung von Pendel und Kreiselapparaten durch 
die Beschleunigung des Fahrzeuges ». Phys. Z., 1923. B. 24, H. 16. 

2?) 11 est intéressant de noter que la condition (1.2.20) est équivalente 
a la DIROAEOR du centre du choc ou, ce qui revient au meme, du centre d'oscil- 
lation d’un pendule composé au centre de la Terre. Le centre du choc et le point 
de suspension peuvent être permutés. Il s'ensuit que le pendule de Schüler ne 
se perturbe pas non plus en cas d’une brusque variation de sa vitesse (qui peut 
se produire lors d’une action impulsive sur le pendule, au point de sa suspension, 
dirigée suivant la tangente à la sphère S). 

Remarquons que dans l’état actuel de la technique il devient dejà pos- 
sible de réaliser, à l’aide de gyroscopes, un dispositif — élément sensible de 
compas gyroscopique spatial — qui indique constamment, dans les limites 
de la precision de la théorie de précession des gyroscopes, la direction vers le 
centre de la Terre, quel que soit le déplacement du point de suspension de l’élé- 
ment sensible sur la surface terrestre. 
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D'après la formule (1.2.23), on peut écrire sans restreindre la 
généralité ?) 


p = &n cos (kit + e&). (1.2.27) 


Si maintenant l'on introduit les expressions (1.2.27) et (1.2.26) 
dans les relations (1.2.16), ces dernières se réduisent à une seule 
égalite : 

(4 —imR)k—(C— A + ImR)r = 0, (1.2.28) 


qui doit être considérée comme condition de transformation 
des relations (1.2.16) en iden- 
tites. 

Si l'on pose Æ = 0 dans 
la condition (1.2.28), elle prend 
la forme 


C— A+imR= 0. (1.2.29) 


En vertu des formules 
(1.2.27), (1.2.26) et (1.2.7), 
lorsque 4 = 0, les projections 
p, get r de la vitesse angu- 


laire œ& du  trièdre de 
Darboux sur ses arêtes respec- 
tives x, yet z sont des constan- 
tes. Il en résulte, compte 
tenu du fait que le trièdre 
xyz a un point fixe, centre 
commun de la Terre et de 
la sphère S, que le trièdre 
zyz tourne à la vitesse angulaire w autour d'un axe qui ne change pas 
son orientation par rapport au système de coordonnées « absolu » 
Ené. Supposons par éxemple que le point de suspension du pendule 
est immobile par rapport à la Terre. Dirigeons l’arête x du triedre 
de Darboux vers l'est et donc l’arête y vers le nord. Dans ces condi- 


tions la vitesse angulaire w du trièdre xyz sera constante et égale à la 
vitesse angulaire de la Terre, alors que ses projections sur les arètes 
z, y et z auront pour valeurs respectives (fig. 13) 


p=0, g=Ucosge, r= Usinç. (1.2.20) 


1) A une valeur négative du second membre de la formule (1.2.23) cor- 
respond l’inversion du signe de la constante k et le remplacement de la constante 
8 par x — &. Il en résulte que les expressions (1.2.26) et (1.2.27) conservent 
encore la même forme dans le cas où le radical (1.2.23) prend une valeur négative. 
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Ici U est la vitesse angulaire de la Terre et q la latitude géographique 
{ou plus exactement géocentrique) du lieu où se trouve le point de 
suspension du pendule. 

Lorsque la condition (1.2.29) est réalisée, la ligne du pendule, 
c’est-à-dire la droite joignant le point de suspension au centre de gra- 
vité (axe z), passera, si le 
pendule est à l’état d'équilibre Z 
par rapport à la Terre, par om 
le centre de la Terre. La â 
vitesse angulaire FU de la dP 
Terre et la latitude œ du lieu Ta 
où se trouve le point de sus- d? 
pension du pendule n'’inter- di 


viennent pas dans la condi- TN SN 


tion (1.2.29). En revanche, le ] 8 
rayon À de la Terre figure 1 g 
dans cette condition qui relie 


les moments d'inertie princi- u 
paux À et C du pendule à sa { dd 7 
masse m et au paramètre l. 
Pour k—Æ0, la vitesse 
angulaire du trièdre de Dar- Fig. 14 
boux nest constante qu’en 
module. En effet, d’après les formules (1.2.22) et (1.2.7), on a 


D =p + +r = ©3 + r = const. (1.2.31) 


Quant à la direction du vecteur vitesse angulaire du trièdre de Dar- 
boux, elle varie continuellement par rapport au trièdre lui-même 
et par rapport au système de coordonnées « absolu » En & (c’est-à-dire 
par rapport à la sphère S). On peut montrer que le cas considéré 
correspond au mouvement du point de suspension du pendule sui- 
vant l’un des petits cercles de la sphère S. A cet effet, introduisons 
les angles d’Euler +, 6 et q (fig. 14!), v. aussi tome 1, chap. III, 
$ 5) qui caractérisent l'orientation du système de coordonnées zyz 
lié au pendule composé (dans le cas considéré, ce système est à la fois 
le trièdre de Darboux) par rapport au système « absolu » En£. Il 
es évident que les angles pet 0 déterminent la position du point de 
suspension du pendule, ou, ce qui revient au même, celle de l’origi- 
ne du système de coordonnées zyz sur la sphère S. Quant à l'angle 
œ. il caractérise la rotation du système de coordonnées zyz par rap- 
port au méridien du lieu, ou, ce qui revient au même, par rapport au 
plan &z. Les projections p, get r de la vitesse angulaire du système 
de coordonnées zyz et donc du pendule composé sur les axes +, y 


1) Dans la figure 14, l'origine du système de coordonnées xyz est placée, 
pour plus de clarté, au centre de la sphère S. 
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etzs’expriment, en vertu des équations cinématiques d'Euler, bien 
connues par les formules 


dÿ 


p=--sin 6 sin p+ + À cos y. 
- = sin 0 cos ps P, (1.2.32) 
_ dÿ dq 
T=— ät cos 0 + —— PTE : 


En remplaçant dans ces formules les projections p,getr par leurs 
expressions (1.2.27), (1.2.26) et (1.2.7), nous obtenonsle système de 
trois équations différentielles 


dh … n… de : ù 

— Sin 0 sin P+7 COS P= O: cos (At +e), 

Le ss sin 6 cos d'or PR À sinp=w,sin(kt+e), (1.2.33) 
dY 
Ta cos80+ 7, 


où r est une constante. 
Une des solutions particulières de ces équations est de la forme 
Or 


ÿ= sin 0° b, 
0— 6e, (1.2.34) 


p= S—kt—e, 


où 0° est une constante qui se détermine de la façon suivante. 
Portons les expressions (1.2. 34) dans les premiers membres des 
équations (1.2.33). Les deux premières de ces équations se transfor- 
ment tout de suite en identités, alors que la troisième se réduit à l’éga- 
té 
onCotg0 — k=7r (1.2.35) 


et donc devient, elle aussi, une identité si l’on prend pour valeur de 
6° la racine de l’équation dci 


tg 00 — (1.2.36) 


nr 
Les deux premières formules (1.2.34) montrent que le point de 


suspension du pendule composé doit se déplacer sur un petit cercle 
de la sphère S, de centre sur l'axe & (fig. 15), avec la vitesse 


v— À sin 00 + = Ro. (1.2.37) 
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La condition (1.2.28) permet d'exprimerla pulsation 4 de variation 
harmonique des projections p et q par la projection r de la vitesse 
angulaire du pendule sur l’axe z. On a 


(1.2.38) 


Introduisons cette expression dans l'équation (1.2.36), il vient 


te 00 — AR. ee (1.2.39) 


Maintenant, on peut faire disparaître la constante w., daus le second 
membre de la première formule 
(1.2.34), ce qui donne £ 


Ce (240) K 


= A—imR cos Ov 
On peut opérer de même sur l’éga- 
lité (1.2.37) et ramener ainsi l’ex- 
pression donnant la vitesse du point 
de suspension à la forme 
iCrR 

mA tg 00. (1.2.41) 
Ainsi, en se donnant différentes 
valeurs de 6° et de la projection r 
de la vitesse angulaire du pendule 
composé sur son axe de symétrie 
dynamique, on obtient toute une 
famille de mouvements de son point 
de suspension, qui correspondent 
à la solution particulière (1.2.34) 
et pour lesquels l’axe z de symétrie dynamique du pendule passe par 
le centre de la Terre (si, bien entendu, sont réalisées les conditions 
initiales appropriées du mouvement du pendule). 

En partant de la solution particulière (1.2.34), on peut trouver 
également la solution générale du système d'équations différentiel- 
les (1.2.33). A la solution générale il correspond, sur la sphère S, 
un ensemble de circonférences différentes dont chacune représente, 
pour des conditions initiales données, une trajectoire suivie par l’ori- 
gine du système de coordonnées zyz lié au pendule composé ou, ce 
qui revient au même, une trajectoire du point de suspension du pen- 
dule. Parmi ces circonférences, on voit figurer celle, située sur la 
sphère S, qui correspond à la solution particulière (1.2.34) du systè- 
me d'équations différentielles (1.2.33). Plus loin, au chap. VI, $4, 
il sera montré que toute courbe de la solution générale et une des 
courbes traduisant la solution particulière peuvent être amenées en 


U — 
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+ 


coïncidence l’une avec l’autre, à condition de déplacer l’une quel- 
conque d’entre elles sur la sphère, comme une formation solide rigi- 
de (v. fig. 142 dans le même paragraphe), c'est-à-dire sans modifier 
la courbure et la torsion en tous ses points. Il se produit en même 
temps la mise en coïncidence des axes correspondants des systèmes de 
coordonnées zyz qui se rapportent à des points confondus situés sur 
les courbes sphériques traduisant les solutions générale et particu- 
lière mentionnées du système d'équations (1.2.33). On voit que la 
construction de la solution générale se ramène à un changement de 
coordonnées qui correspond à des rotations finies du corps solide. 


$ 3. Pendule-gyroscope dont l'axe est dirigé vers 
le centre de la Terre 


D'après son contenu, ce paragraphe est proche du paragraphe pré- 
cédent. Nous y étudions en particulier si un pendule composé quel- 
conque à symétrie axiale et à point de suspension immobile par rap- 

port à la Terre peut avoir son axe pas- 

ë z sant, en l'absence de perturbations, 

rs invariablement par le centre de la Terre 

(cette dernière étant supposée, comme 

précédemment, sphérique, à répartition 

radiale de la densité). Ceci étant, on 

suppose qu'il est possible d'admettre la 

rotation du pendule, par rapport à la 

Terre, autour de son axe de symétrie 

dynamique, à une vitesse angulaire qui 

sera nécessaire. Il apparaît que la réponse 
à cette question est positive. 

Ainsi, supposons qu’un tel pendule 
est réalisé et tourne autour de l’axe z 
de sa symétrie dynamique, qui lui est 

Fig. 16 lié et passe par le centre de la Terre. 
L'axe z est immobile par rapport à la 
Terre et fait un angle 6° avec son axe & ou, ce qui revient au même, 


avec le vecteur vitesse angulaire de la Terre, Ü (fig. 16). 
Associons à la Terre un système de coordonnées erz en plaçant 
son origine au point de suspension du pendule, c’est-à-dire au point 
d'intersection de l’axe z avec la sphère S ou, ce qui revient au mé- 
me, avec la surface de la Terre (par hypothèse, la Terre est supposée 
sphérique et de même rayon que la sphère S). Plaçons l’axe 7 du 
système enz dans le plan du méridien passant par le point de suspen- 
sion du pendule et orientons-le vers le nord. Dirigeons l'axe e vers 
l’est, si bien que l’axe z constitue naturellement le prolongement du 
rayon de la Terre qui relie son centre au point de suspension du pen- 
dule. La vitesse angulaire du système de coordonnées enz est, bien en- 
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tendu, égale à la vitesse angulaire U de la Terre. De ce fait (fig. 16), 
les projections de la vitesse angulaire du système enz sur ses axes ont 
pour valeurs 


U, = 0, 
U, = U sin 6, (1.3.1) 
U, = U cos OP, 


où 6° est l'angle fait par l'axe z de symétrie dynamique du pendule 
composé avec l'axe 6 de la Terre (l’angle 6° est l’angle complémentai- 
re de la latitude du lieu où se trouve 
le point de suspension du pendu- 
le). 

Le plan zy du système de coor- 
données zyz lié au pendule composé 
est, par hypothèse, confondu avec 
le plan en du système enz lié à la 
Terre, les deux systèmes ayant l’axe 
z commun. Désignons par % l'angle 
formé par J’axe x avec l'axe e. 


Lorsque % >> 0, le système zxyz est ax o É 
tourné en sens inverse des aiguilles Frle 
d'une montre par rapport au sys- Fig. 17 


tème enz si on l'observe du côté 

de la partie positive de l'axe z 

(fig. 17). La vitesse angulaire du système de coordonnées xyz ne dif- 
fère de celle du système e2z que par la composante dy/dt dirigée suivant 
l'axe z. Cette composante représente la vitesse angulaire (relative) 
du système zyz par rapport au système enz et peut être appelée 
vitesse angulaire apparente du pendule composé. Les projections de la 
vitesse angulaire absolue du système de coordonnées zyz (ou, ce qui 
revient au même, du pendule composé) sur les axes x, y et z ont été pré- 
cédemment désignées par p, g et r. Compte tenu des remarques faites 
ci-dessus, on a dans le cas considéré 


p=U sin 6 sin 7, 

q=U sin 6° cos y. (1.3.2) 
_— a 0 
Tidt LU cos 0 


Introduisons les expressions de p et q dans les égalités (1.2.16) du 
paragraphe précédent, qui doivent être vérifiées identiquement si 
l'axe z passe par le centre de la Terre. En admettant que 68 Æ 0, 
on obtient finalement une seule relation 


(A—ImR) & + (C—A+ImR)r=0. (1.3.3) 
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Cette dernière coïncide avec la condition (1.2.28), obtenue au para- 


graphe précédent à partir des considérations différentes, si l’on y po- 
se 


dt _ 
CE (1.3.4) 


Introduisons maintenant dans la relation (1.3.3) l'expression de 
la projection r donnée par la troisième formule (1.3.2). On obtient, 
après quelques transformations simples, la relation 


CÂ— _(C—A+ImR)U cos® (1.3.5) 


qui montre que pour un pendule composé de paramètres arbitraires 
C,A,let m, placé en n'importe quel point de la Terre, on peut choi- 
sir, pour la vitesse angulaire dyx/dt de sa rotation apparente, une va- 
leur telle que l’axe du pendule puisse conserver aussi longtemps que 
l’on veut sa direction vers le centre de la Terre. 

Suivant la troisième équation du système (1.2.6) établi au para- 
graphe précédent, la projection r de la vitesse angulaire du pendule 
composé sur l'axe de sa symétrie dynamique est une constante. De 
ce fait, La vitesse apparente dy/dt de la rotation du pendule, c’est- 
à-dire sa vitesse angulaire par rapport à la Terre, reste, elle aussi, 
constante, comme ceci découle de la troisième formule (1.3.2). 

Si la vitesse angulaire apparente dy/dt est nulle, le pendule est 
absolument immobile par rapport à la Terre et son axe de symétrie 
dynamique z reste dirigé vers le centre de la Terre. Dans ce cas, la 
relation (1.3.3) permet d'écrire la condition 


A = ImR + C (1.3.6) 


à imposer aux paramètres du pendule pour qu'un tel mouvement 
(c'est-à-dire un équilibre relatif du pendule composé par rapport à 
la Terre en rotation) soit possible. La condition (1.3.6) coïncide avec 
la condition (1.2.29) établie au paragraphe précédent par une voie 
légèrement différente. Au paragraphe qui suit, la même condition 
(1.3.6) sera établie une fois de plus à l’occassion de l'étude du cas 
général de l'équilibre du pendule composé par rapport à la Terre 
supposée exempte de rotation. 
Posons maintenant 


= _U cos, (1.3.7) 
ce qui signifie d’après la troisième formule (1.3.2) que la projection 
r de la vitesse angulaire du pendule sur l’axe z de sa symétrie dyna- 
mique est nulle. En vertu de la relation (1.3.5), on obtient mainte- 
nant la condition 


A —ImR = 0 (1.3.8) 
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qui doit être satisfaite pour que le mouvement considéré soit réalisé. 
Or, la même condition (1.2.20) a déjà été obtenue au paragraphe pré- 
cédent, lorsque nous avons étudié la possibilité de ce que l’axe z 
soit invariablement dirigé vers le centre de la Terre lors d’un mouve- 
ment arbitraire du point de suspension du pendule sur la surface de 
la sphère S. Ceci étant, en plus de la condition (1.3.8), il est apparu 
que la projection r de la vitesse angulaire du pendule sur l'axe z 


L° 
F2 
e us ” 
H sin 8° _. 
H:= 
ny‘ CT 


RS S 
RS mu?Rsin 6° 
Rsin8” / Le 
U (C-A)U#cos 8° sin 8° 


Fig. 18 


devait être nulle. Il est évident que le mouvement du point de sus- 
pension du pendule suivant un parallèle terrestre est un cas particu- 
lier, examiné plus haut, du mouvement arbitraire sur la sphère S. 

Revenons à la relation (1.3.5). Comme il a été dit précédemment, 
elle exprime la condition nécessaire à la réalisation d'un mouvement 
du pendule composé (à point de suspension immobile par rapport à la 
Terre) au cours duquel son axe de symétrie dynamique passe par le 
centre de la Terre !). Considérons le cas où la vitesse angulaire appa- 
rente dy/dt d'un tel pendule est donnée à l’avance (fig. 18). Dans ce 
cas, il est logique d’appeler le pendule composé le gyroscope, et le 


1) Signalons que la formule initiale (1.3.5) peut s'obtenir par application 
des équations d'Euler modifiées qui seront donnees plus loin au chap. 11, $ 1. 
Le système de coordonnées auxiliaire z’y’z’ utilisé dans ce paragraphe doit 
être lié à la Terre en rotation et amené en coïncidence, par exemple avec le 
système enz (v. fig. 18 sur laquelle la force d'attraction terrestre agissant sur 
le pendule n’est pas représentée). 


&—912%3 
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produit 
H=C (1.3.9) 


le moment cinétique propre de ce gyroscope. La suspension à la car- 
dan d’un tel gyroscope doit être soit complètement absente (v. par 
exemple, le gyroscope à coussinet pneumatique, tome IT, chap. 
IT, $ 1), soit être réalisée de manière à ne pas exercer d'action sur 
l'axe de rotation propre du gyroscope, si cet axe est immobile par 
rapport à la ‘Terre !). On suppose, bien entendu, que les forces de 
frottement dans le dispositif de suspension du gyroscope sont nulles 
et qu'il n'y a pas d’autres forces physiques exercées sur le rotor, sauf 
la force de gravitation. 

Admettons qu'en plus de dy/dt toutes les autres grandeurs inter- 
venant dans la relation (1.3.5) sont, elles aussi, données. à l'excep- 
tion du parametre /, c'est-à-dire de la distance entre le centre de sus- 
pension du gyroscope, immobile par rapport à la Terre, et son centre 
de masse. De cette relation on tire 

1 H | 
= (+ C—4), (1.3.10) 
où À est donné par la formule (1.3.9). 

Suivant la valeur et le signe du moment cinétique propre À, le 
centre de gravité du rotor doit être placé soit au-dessus, soit au-des- 
sous de son centre de suspension (fig. 18). 


$ 4. Equilibre d’un pendule composé 
par rapport à la Terre 


Examinons encore un problème de mécanique du mouvement rela- 
tif. Considérons un pendule composé dont le point de suspension est 
immobile par rapport à la Terre. Proposons-nous de trouver sa posi- 
tion d'équilibre par rapport à la Terre pour un rapport arbitraire en- 
tre les moments d inertie À = B. Cet le produit ImR. Dans cette 
position, le vecteur vitesse angulaire w du pendule cuïncide avec le 
vecteur vitesse angulaire U de la Terre, si bien que les projections du 


vecteur w sur les axes x, y. 3, c'est-à-dire les quantités p, q, r. sont 
constantes et égales respectivement aux projections sur les mêmes 
axes du vecteur L’. De ce fait, les deux premières des équations (1.2.6) 
obtenues au $ 2 du présent chapitre prennent la forme 


(C—A)UU,—1(F, + P,) = 0, 
(C— ALU; —1(F<+ Py= 0, (1.4.1) 


1) On peut montrer que la condition nécessaire de l’absence d’une telle 
action est la transformation en sphère de l’ellipsoide central de chacun des 
anneaux de cardan. 
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alors que la troisième équation se transforme en identité. Ici. en plus 

des désignations qui se sont déjà rencontrées au cours des paragraphes 

précédents, U,, U,, U: sont les projections de la vitesse angulaire 

de la Terre sur les axes du système de coordonnées xyz lié au pendule. 
Introduisons un vecteur 


K = (C— A )}U.U — LF — IP. (1.4.2) 


Il est aisé de voir que les premiers membres des égalités (1.4.1) re- 
présentent les projections du vecteur À respectivement sur les axes 


x et y. Elles sont nulles. Le vecteur Æ est donc parallèle à l'axe z. 

Désignons par À, u et v les cosinus directeurs de l’axe z dans le 
système de coordonnées « absolu » En£, c’est-à-dire les cosinus des 
angles faits par l’axe z respectivement avec les axes £, n et £. On a 


K: = À1KX, K,=ux, Æ:; = vx. (1.4.3) 


Ici X:, A, et A: sont les projections du vecteur K sur les axes £; 
net &. Il est évident que 


K®= = (C — A)U. 7: — LF: — IP:, 
Ky=(C—A)U,Un — LFn — LP (1.4.4) 
Ky = (C — A)U.U; — LF; — 1P:, 


Où Vi. Un, Us: F3, Fn, F; et enfin P:, Pr, P;sont les projections sur les 
axes E, n, & respectivement des vecteurs de la vitesse angulaire U 


- 


de la Terre, de la force de gravitation F et de la résultante P des for- 
ces d'inertie d'entrainement. 
Les formules (1.4.3) et les égalités (1.4.4) entraînent la proportion 


(C—A)C Us 1(Fi+ P:) _(C— A) ln (Fn+ Pa) 
À = u = 
_(C— A) Di (F:+ P;) 


AS 


(1.4.5) 
La direction des axes du système de coordonnées « absolu » in- 
troduit plushaut, dont l’origine se trouve au centre de la Terre, peut 


être choisie arbitrairement. Il semble logique de diriger l’axe C 


de ce système le long de l’axe terrestre. Dans ce cas 
VU: = V,=0, Cr = UV (1.4.6) 


= 
» 


et donc 


: TS TMS | TMS 
U.—=Uscos(z E)+Uncos(z, n)+UÜz:cos(z. E)=vU. (1.4.7) 


Orientons l'axe n du système « absolu » de manière qu'à l'instant 
considéré (fig. 19) le point de suspension du pendule composé se 
situe dans le plan de coordonnées n£. Les équationsinitiales (1.2.3), 


&* 
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obtenues au $ 2 du présent chapitre, décrivent le mouvement du pen- 
dule par rapport au système de coordonnées E*n* C* ayant son origi- 
ne au point de suspension du pendule et animé d'un mouvement de 
translation. L'accélération « absolue » du point de suspension immo- 
bile par rapport à la Terre est dirigée perpendiculairement à l’axe 
de la Terre ou, ce qui revient au même, perpendiculairement à l’axe 


&. Aussi, les projections sur les axes E, n et & de la résultante P des 
forces d'inertie d'entraînement dues au mouvement du système de 


Rsin® 


-7 &Ec E 


Fig. 19 


coordonnées non tournant E*n*C* sont-elles représentées à l'instant 
considéré par les expressions 


P; =0, P,=mÜTRcose, P: = 0. (1.4.8) 


Quant aux formules exprimant les projections, sur les mêmes axes 


ë,net &, de la force F d'attraction du pendule par la Terre, elles sont, 
comme on peut s'en assurer facilement, de la forme suivante: 


- mi > 

Fee, Fam —Pn, Fee, (14.9) 

où / est la constante de gravitation ; m est, comme précédemment, la 

masse du pendule ; M la masse de la Terre ; r la distance du centre de 

gravité du pendule au centre de la Terre; £.. n. et &. sont les coor- 

données du centre de gravité du pendule dans le système « absolu » 
Em& (fig. 19). Ceci étant, on a évidemment 


r=VE-- ne — Ce. (1.4.10) 

En effet, la force de gravitation F exercée par la Terre sur le pendule 

est définie par la formule de Newton bien connue 
F— fm! 


+ 
| And 


(1.4.11) 
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et est dirigée vers le centre de la Terre suivant le rayon vecteur r. 
À leur tour, les rapports des coordonnées E,, n. et &. à la longueur du 
rayon vecteur r sont respectivement égaux aux cosinus directeurs de 
ce rayon vecteur dans le système Enc. 

En utilisant les égalités (1.4.6) à (1.4.9) dans la proportion (1.4.5), 
on obtient, toutes réductions effectuées. 
ImME. — ImU°Rr cos ç + lfmMn. (C— A) Ur8v + IfmMEe ET 
= © = |, (1.412) 

À u v 

Les coordonnées E., n. et £. s'expriment par les cosinus direc- 
teurs À, u et v de l'axe z dans le système Enê à l’aide des formules 
suivantes (v. fig. 19, dans laquelle le rayon vecteur r et la force de 


gravitation F ne sont pas indiqués): 


ce — —}1, 
ne = —pi + À cos, (1.4.13) 
= —V+Rsin. 


Introduisons les seconds membres de ces formules dans l'égalité 
(1.4.10). Compte tenu de la relation connue 


1 Hp += 1, (1.4.14) 
on obtient 
r=V R?+12—2RI(ncos qe +vsin). (1.4.15) 


Il en résulte que tous les termes de la proportion (1.4.12) s'expriment 
de façon explicite par l’intermédiaire des grandeurs À, u et v. Ces 
dernières sont à leur tour liées entre elles par la relation (1.4.14). 

Deux égalités qui s'obtiennent de la proportion (1.4.12) et la re- 
lation (1.4.14) constituent, compte tenu des formules (1.4.13) et 
(1.4.15), trois équations algébriques permettant de trouver les va- 
leurs inconnues des angles À, u, v. Ces angles déterminent la direction 
de l’axe z du pendule composé en équilibre par rapport à la Terre en 
rotation (plus exactement, par rapport au système de coordonnées 
« absolu » En & dont le plan nË passe à l'instant considéré par le point 
de suspension du pendule). Si l'on tient compte des formules 
(1.4.13), la premicre des relations déduites de la proportion (1.4.12) 
est la seule qui contient la grandeur cherchée À, tant au numérateur 
qu’au dénominateur. Ceci signifie que l’on peut donner à À des va- 
leurs quelconques et, en particulier, la poser nulle. Dans ce dernier 
cas, c'est-à-dire pour 


MX 
ÀA=cos(£, :)—0, (1.4.16) 


le centre de gravité du pendule se situe dans le plan méridien në& 
qui contient, comme il a été indiqué précédemment, également le 
point de suspension du pendule. 
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Au cas de À = O0 correspondent des solutions analogues à celles 
qui peuvent étre obtenues pour un pendule simple de très grande lon- 
gueur !). S'y rapportent également certaines solutions pour le cas 
de çq = x/2, où le point de suspension du pendule est situé sur l’axe 
de la Terre. Toutes ces solutions ne 
présentent qu'un intérêt purement 
théorique et ne sauraient trouver 
place ici. 

Introduisons un angle & caractéri- 
sant l'écart de l'axe de symétrie dyna- 
mique z du pendule par rapport au 
rayon de la Terre passant par le point 
de suspension du pendule (fig. 20). 
Avec cet angle, on a dans le cas où 
Ài=0 


MS 
u — Cos (n, 2) = cos (q + &). 
SMS (1.4.17) 
Fig. 20 v=cos(£, :)-=sin(p+a). 


Maintenant. en tenant compte de 
l'égalité de deux derniers rapports de la proportion (1.4.12), ainsi 
que des formules (1.4.13), on obtient l'équation 


—l sin (q + &) {mU*°Rr cos q — fmMIR cos g — L cos(g + a)l}— 
= cos (g + a) {(C — À) LU sin (p + &) + 
+ lfmM IR sin q — l'sin (® +— «)]} (1.4.18) 


qui contient l'angle cherché &. Moyennant quelques transformations 
trigonométriques simples, cette équation devient 


fM sin a — U?r3 | cos pr cos (@ + a) | sin(g+a). (1.4.19) 


Ici, au lieu de la longueur du rayon vecteur r. il convient d'utiliser son 
expression donnée par la formule (1.4.15). 
Remarquons tout d’abord qu'à la condition 


A—C 
AE 1 (1.4.20) 


l'équation (1.4.19) admet une solution 


a = 0. (1.4.21) 


1) Voir, par exemple, l'article: Æwauncrxuü A. 0. «O6 otaocuter1sxou 
paBxoBecun PH3HIeCKOrO MAATHBKA C NOIBH}KHOËÏ TOYKOÏË ONOPEI » (À. Zshlinsky. 
« Sur l'équilibre relatif d’un pendule composé à point d'appui mobile»).— MM, 
1956, T. 20, Burn. 3 (en russe). 
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Ainsi, lorsque la condition (1.4.20) est réalisée, le centre de la Terre, 
le point de suspension et le centre de gravité du pendule composé 
se trouvant à l’état d'équilibre par rapport à la Terre se situent sur 
une même droite. Or, ce cas a déjà été étudié plus haut par une autre 
voie, la condition (1.4.20) coïncidant exactement avec la condition 
(1.2.29). 

En principe, l’angle peut prendre même des valeurs négatives. 
A savoir. le centre de gravité d'un pendule composé se trouvant en 
position d'équilibre dans l'hémisphère 
nord peut s'’écarter de la verticale 
non pas vers le sud, comme c'est 
toujours le cas d'un pendule simple, 
mais vers le nord. À cet effet, il est 
nécessaire. suivant la formule (1.4.19), 
que soit réalisée l'inégalité 


A—C>=>ImR  (1.4.22) 


qui ne peut avoir lieu que dans le cas 
où 


A >C. (1.4.23) 
En même temps, la distance / entre Fig. 21 


le point de suspension du pendule 

et son centre de gravité doit être suffisamment petite. Suivant l'iné- 
galité (1.4.23), l’ellipsoïde d'inertie du pendule construit pour son 
point de suspension. doit être allongé suivant l’axe de symétrie dy- 
namique : ; par conséquent. le corps du pendule doit. lui aussi, avoir 
une forme allongée suivant l'axe z (fig. 21). 

Développons les fonctions trigonométriques figurant dans l’équa- 
tion (1.4.19) en séries suivant les puissances de l'angle cherché « 
et ne gardons dans ces développements que les termes de premier or- 
dre par vie à cette grandeur. Nous obtenons la relation 


e= {| T7 7 ) sin 2ç + 
+2a[ (1— 7) cos 2p + sin? y ]} (1.4.24) 


qui, de même que l'équation (1.4.19), se transforme en identité pour 
— 0, si la condition (1.4.20) est réalisée. 

Le facteur devant l’accolade au second membre de l'égalité (1.4.24) 
est égal, avec une grande précision, au rapport de la force centrifu- 
ge, due à la rotation de la Terre, au double de 1la force de pesanteur 
d'un point matériel situé à l'équateur. En effet on a 


[2 2 À° mU2R _ mU3R 
TT ce MUR Le M np (1.4.25) 
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où m est la masse du point matériel, g l'accélération de la pesanteur 
et de plus on admet que d'une façon approchée 


roR, Fœmez. (1.4.26) 


11 n'est pas difficile de voir que le facteur mentionné (1.4.25) 
est considérablement plus petit (de trois cent fois environ) que l’uni- 
té. Ceci permet de négliger. au second membre de la relation (1.4.24), 
le produit de ce facteur par la valeur de l'angle «, en supposant que 
cette dernière est, elle aussi, petite 
devant l'unité. Il en résulte la for- 
mule approchée 


U°R (: A— C 


œ — = 
ImR 


| sin2ç (1.4.27) 
bien commode pour le calcul des peti- 
tes valeurs de l'angle a qui caractérise 
l'écart de l'axe : de symétrie dyna- 
mique du pendule composé par rapport 
à la direction vers le centre de la 
Terre. Cette formule montre, elle aussi, 
que l’angle « s'annule lorsque la con- 
dition (1.4.20) est réalisée. 
Fig. 22 Désignons par À, le moment 
d'inertie du pendule par rapport à 
une droite parallèle à l'axe x et passant par le centre de gravite du 
pendule. En vertu du théorème de Steiner, on a 


A =A,+ ml. (1.4.28) 


La formule (1.4.27) prend maintenant la forme 
UR py LAC. 0 + 
5x (1— R LR ) sin 2. (1.4.29) 


Dans le cas d'un pendule simple de longueur /, dans la dernière for- 
mule il convient de poser 


A:—=C:=0,; (1.4.30) 
Il en résulte la formule suivante pour l’angle &,,, c'est-à-dire pour 


l'écart d’un pendule simple vers le sud de la direction au centre de 
la Terre: 


TL — 


Um = 


l , 
__ (1 —7) sin 29. (1.4.31) 
Dans les formules (1.4.29) et (1.4.31) on peut, bien entendu, négliger 
devant l’unité le rapport de la longueur / du pendule au rayon R 
de la Terre. La comparaison de ces formules permet de conclure que 
l'angle d’écart &« d’un pendule composé peut être soit plus grand, soit 
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plus petit que l’angle d'écart &,, d'un pendule simple, suivant que 
le moment d'inertie À . est plus petit ou plus grand que €, c’est-à-dire 
suivant la forme de l’ellipsoïde central d'inertie du pendule composé. 
Si l’ellipsoïde est allongé, on a & << &,,, et inversement, s’il est ap- 
lati, « > «». Dans le dernier cas, le corps du pendule composé doit 
être réalisé sous forme d'un disque mince (fig. 22). 
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CHAPITRE II 


THÉORIE DE PRÉCESSION DES GYROSCOPES 


$ 1. Equations d’Euler modifiées 


L'élément essentiel de la plupart des dispositifs gyroscopiques qui 
ont trouvé des applications pratiques est constitué par un corps tour- 
aant rapidement autour de son axe: une toupie, un rotor où un gy- 
roscope proprement dit. Le modèle d’un solide parfait convient par- 
faitement à la description du mouvement de tels corps. Aussi, les équa- 
tions du mouvement du solide parfait peuvent-elles servir de base 
pour construire la théorie des dispositifs gyroscopiques. En étudiant 
le mouvement d'un solide parfait (sous forme abrégée. d’unsolide) 
à un seul point fixe par rapport à un système de coordonnées immobi- 
le En. L. Euler a établi, dans le cas le plus simple, des équations qui 
portent maintenant son nom. Les trois premières d'entre elles sont 
généralement appelées équations dynamiques d’Euler. Elles ont déjà 
été indiquées au $ 2 du chapitre précédent. Ce sont 


AT +(C—B)gr= M, 
dq + 
B+(A—C)rp=M,, (2.1.1) 


CT +(B—A)pq= M, 


où p, q. r sont les projections de la vitesse angulaire absolue (c’est- 
à-dire rapportée au système de coordonnées immobile En €) du solide 
sur les axes d’un système de coordonnées zyz spécialement choisi, le- 
quel est invariablement lié au solide et donc participe pleinement à 
son mouvement (fig. 23). L'origine du système zxyz est au point fixe 
du solide et ses axes x. y et z sont à la fois les axes d’inertie principaux 
du solide. Le choix d'un tel système de coordonnées a prédéter- 
miné dans une large mesure le succès de l’étude de plusieurs problè- 
mes dans la théorie du mouvement du solide à un point fixe. Rappe- 
lons que les grandeurs À, B, C figurant dansles équations dynami- 
ques d'Euler sont les moments d'inertie principaux du solide, c’est- 
à-dire les moments par rapport aux axes d'inertie principaux x, 
y, z. À leur tour, M,, M,, M. sont les projections du vecteur moment 
résultant, par rapport au point fixe, du système de forces agissant 
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sur le solide. 11 est évident que les grandeurs Àf,, M,, M. peuvent 
également être interprétées comme sommes des moments des forces ap- 
pliquées au solide respectivement par rapport aux axes x, y, z. Dans 
certains cas, elles seront appelées. pour abréger. tout simplement 
moments M,, M,, M. 

Reproduisons également les équations cinématiques d'Euler 
(v. chap. I, $ 2): 


_ dŸ sn de 

Fe = sin 0 sin q + cos 4, 

g = sin 6 cos g—&sin q. (2.1.2) 
__dŸ 4 


qui relient les projections de la vitesse angulaire w du solide aux an- 
gles d’Euler +, 8, œç et à leurs dérivées par rapport au temps. Ces 
angles déterminent à tout instant 
la position du système de coordon- 
nées zyz et donc celle du solide 
par rapport au système immobile 
End (fig. 14). 

La résolution de six équations 
différentielles d'Euler par rapport 
à six fonctions du temps inconnues 
P, q, r, %, 6. @ sous différentes 
hypothèses faites sur: les valeurs 
initiales de ces fonctions, les rap- 
ports des moments d'inertie prin- 
cipaux 4, B, Cet les lois de varia- 
tion des forces agissant sur le 
solide (c'est-à-dire des moments Fig. 23 
M,, M,, AL), a attiré l'attention 
d'un grand nombre de mathématiciens. Les résultats de leurs 
recherches sont exposés dans des traités spécialisés de dynamique 
et en partie dans les manuels de mécanique rationnelle. 

Malheureusement, les équations dynamiques d'Euler et les angles 
d’Eulerw, 6 et @ se sont avérés peu commodes pour l’étude des phé- 
nomènes gyroscopiques. Les raisons en sont les suivantes. Le rotor 
de gyroscope représente généralement un corps rapidement tournant. 
Un des axes d'inertie principaux de ce corps est l'axe de symétrie dy- 
namique ; il est désigné le plus souvent par la lettre z. Les deux autres 
axes du système de coordonnées xyz lié au corps solide doivent être 
désignés naturellement par x et y. I] s'ensuit que les moments d'iner- 
tie principaux À et B du rotor doivent étre considérés comme étant 
égaux l’un à l’autre. La projection de la vitesse angulaire sur l'axe 
z, c'est-à-dire la quantité r. est. en règle générale, beaucoup plus 
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grande que ses deux autres projections p et q, respectivement sur Îles 
axes x et y. Ainsi, la rotation du rotor se produit principalement au- 
tour de l’axe z et donc, les axes x et y changent rapidement leur orien- 
tation. C’est pourquoi, la connaissance des projections p et q en tant 
que fonctions du temps ne donne pas une idée précise du changement 
réel de l’orientation du vecteur vitesse angulaire par rapport au systè- 
me de coordonnées immobile. 

Dans la plupart des cas, l’axe du rotor rapidement tournant d’un 
gyroscope ne s'écarte que peu d'une certaine direction moyenne à 
variation relativement lente. Par suite, si l'axe & du système de coor- 
données immobile En & est orienté de telle sorte qu'à un certain ins- 
tant il se confonde avec l'axe z du rotor, l'angle 6 des axes & et z, 
qui est un des angles d’'Euler, sera petit pendant un intervalle de 
temps suivant (bien entendu, pas trop long). Pour construire les deux 
autres angles d’Euler, il convient de déterminer une ligne x dite des 
nœuds (fig. 14) qui est la perpendiculaire au plan contenant les axes 
Get z ou. ce qui revient au même, la droite d’intersection des plans 
En et xy. L’angle formé par l'axe & avec la ligne des nœuds w est l’an- 
gle 1 et celui que forme l’axe x avec la ligne des nœuds est l’angle . 
Il n’est pas difficile de voir que, même dans le cas de faibles mouve- 
ments de l’axe z au voisinage de l'axe Ë, le plan £Cz, et donc la ligne 
des nœuds u, peuvent changer brusquement leur orientation (voir 
tome [, caap. III, $ 5). Les angles + et @ subiront dans ces condi- 
tions de fortes variations dont le caractère ne permet pas de se faire 
facilement une idée exacte du mouvement réel de l'axe z lié au solide 
par rapport au système de coordonnées immobile En C. L'examen des 
équations cinématiques d'Euler (2.1.2) nous conduit à la même con- 
clusion si l’angle 6 qu'elles contiennent est supposé petit. 

Ces deux circonstances qui empêchent d'utiliser directement les 
équations dynamiques et cinématiques d’Euler dans la théorie des 
gyroscopes rendent nécessaire une modification appropriée de la 
forme de ces équations. Tout d'abord, prenons au lieu de l’ensemble 
des angles d’Euler +, 0 et @ un autre ensemble (v. tome Ï, chap. 
111, $ 6) proposé par A. N. Krylov !). Pour la commodité de l'exposé 
qui vasuivre, décrivons ces angles relativement aux systèmes de coor- 
données En et xyz introduits plus haut. 

Introduisons un trièdre auxiliaire abc. Supposons que dans la 
position initiale de ce trièdre ses arêtes a, b. c se confondent respec- 
tivement avec les axes E, n, & du système de coordonnées immobile 
En<. Faisons tourner le trièdre abc d'un angle & autour de l’axe E 
ou, ce qui revient au même, autour de l’arête a, en considérant com- 
me d'habitude que l'angle est positif si la rotation s'effectue en sens 


1) Kputios A. 11., Kpymxoe 10. À. « Oüwan Teopnn rHpocKOnoB H HCKOTO' 
pulX TeXHHYUECKUX HX npnMenenniü » (A. Arylov, You. Kroutkor. « Théorie géné” 
rale des gyroscopes et de certaines de leurs applications industrielles »). JI., 
Ha3zx-580 AH CCCP, 1932 (en russe). 
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inverse des aiguilles d’une montre pour un observateur placé dans la 
partie positive de l’axe E. Par suite d’une telle rotation, le trièdre 
abc prendra la position d’un système de coordonnées x.,y.z, dont l'axe 
z, se confond avec l’axe E du système En (fig. 24). Faisons faire une 
nouvelle rotation au trièdre, cette fois d’un angle B autour de l'axe 
y, qui se confond avec l’arête b dans sa nouvelle position, c'est-à-dire 


Fig. 24 Fig. :25 


dans la position prise par l’arête b après la première rotation du triè- 
dre. D'une manière analogue, l’angle B sera considéré comme posi- 
tif si la rotation se fait en sens inverse des aiguilles d'une montre. 
Par suite de la deuxième rotation, le trièdre prendra la position d'un 
nouveau système de coordonnées z,ÿy,z, dont l’axe y, se confond avec 
l'axe y. du système x,y:z2 (fig. 24). Enfin, faisons passer le trièdre 
abc de la position z,y,z, dans la position zyz par une troisième rota- 
tion d'angle y autour de l’arête c qui se confond après deux rotations 
précédentes avec l’axe z, ou, ce qui revient au même, avec l’axe z 
du système de coordonnées zyz (fig. 25). Ainsi qu'on l’a dit plus 
haut, le système zyz est supposé invariablement lié au solide qui effec- 
tue un mouvement autour de l'origine du système de coordonnées 
immobile ënc. 

Les angles &, 6, y portent le nom d’angles d’Euler-Krylov (+. 
tome I, chap. III, $ 6). De même que les angles classiques d’Euler, 
ils caractérisent entièrement la position du système de coordonnées 
zyz et donc celle du solide auquel il est invariablement lié, par rap- 
port au système de coordonnées ëné. En particulier, l'orientation de 
l'axe z est déterminée dans ce système par les angles & et B qui sont 
petits si l’angle 6 des axes z et € est petit (fig. 24). 
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Les projections de la vitesse angulaire du solide sur les axes zx, 
y et z qui lui sont liés, exprimées par les angles d'Euler-Krylov et 
leurs dérivées par rapport au temps sont données par les formules 


p = cos fi cos + $ sin Ÿ: 

q = _— cos B sin y+ cos y, (2.1.3) 
du …. d 

r= — sinf-+ _. 


qui ne sont pas difficiles à obtenir si l’on utilise les résultats exposés 
au tome I, chap. III, $ 6, ainsi que les figures 24 et 25. Ces relations 


N # 
Wr °Wr 


Fig. 26 Fig. 27 


sont utilisées dans la théorie des gyroscopes incomparablement plus 
souvent que les équations cinématiques d’'Euler. 

Reprenons les équations dynamiques d’Euler (2.1.1). Afin de les 
mettre sous une forme commode pour l’utilisation dans la théorie des 
gyroscopes, introduisons en plus du système de coordonnées xyz 
rigidement lié au solide, c'est-à-dire au rotor de gyroscope, un systè- 
me de coordonnées auxiliaire x’y’z’ dont l’axe =” est constamment con- 
fondu avec l’axe z (fig. 26). Le système xz'y’z" se comporte comme s'il 
était entraîne par le corps solide ; la composante de la vitesse angulai- 
re du système z’y’z’ le long de l’axe z° (ou, ce qui revient au même, 
le long de l’axe z) diffère, bien entendu, de la composante correspon- 
dante de la vitesse angulaire du corps. Nous appellerons un tel systè- 
mefde coordonnées système entrainé. 
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Désignons par y’ l’angle des axes x” et x et considérons-le comme 
positif si le système de coordonnées xzyz a tourné en sens inverse des 
’ r 


aiguilles d’une montre par rapport au système entraîné x’y'z’, la 
rotation étant observée du côté de la partie positive de l’axe z (z’). 


Il est évident que le vecteur vitesse angulaire w du système xyz ri- 
gidement lié au rotor de gyroscope ne diffère du vecteur vitesse angu- 


Fig. 28 Fig. 29 


laire ©’ du système entraîné x’y’z’ que par la valeur de la vitesse re- 
lative dy’/dt (orientée le long des axes z” et z confondus, fig. 26 et. 
27). Ainsi 


o=v +14 (2.1.4) 
et donc 
r=r +. (2.1.5) 


Ici À est le vecteur unitaire orienté le long des axes confondus z 
et =’; r et r’ sont les projections des vitesses angulaires w et w” 
sur l'axe z (z’). 

Il est évident que la composante w, de la vitesse angulaire w, 
située dans le plan zy (fig. 27 et 28), coïncide avec la composante ana- 
logue w: de la vitesse angulaire w”, d'où il résulte l'égalité 

ip+jq=ip + ;j'q. (2.1.6) 
Icii,jeti’,j sont les vecteurs unitaires orientés respectivement sui- 


vant lesaxes z,y et x’, y"; p,q sont, comme précédemment, les projec- 
tions du vecteur vitesse angulaire w du rotor de gyroscope (ou, ce 
qui revient au même, du système de coordonnées zyz) sur les axes x 
et y; enfin, p', g' sont les projections du vecteur vitesse angulaire 
w” du système de coordonnées xz’y’z’ sur les axes x”, y’. La dernière 
égalité vectorielle (fig. 28) entraîne les formules 


p = p'cos y’ + gq'sin Y’, 


nd , : (2.1.7) 
qQ=—p SsinY +gqg cosy 
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qui expriment les projections p et q de la vitesse angulaire w sur les 
axes x et y par l'intermédiaire des projections p” et q’ de la vitesse 


angulaire w’ sur les axes zx’ et y’. 

Multiplions les deux membres de la deuxième formule (2.1.7) 
par i = V — 1 et additionnons membre à membre le résultat obte- 
nu à la première formule (2.1.7). Une telle opération, appelée com- 
pression, conduit à une seule égalité reliant maintenant des quantités 
complexes. Dans notre cas, il vient 

p+ig = (p" + ig) exp (— iv’). (2.1.8) 
À leur tour, les formules (fig. 29) 

M, = M, cos y + M, sin y’, 

PR ns , (2.1.9) 
M,=—M,siny + M, cosy 
ou encore, après la compression, 

M,+iM, =(M, +iM,)exp (—iy (2.1.10) 
définissent la relation entre les sommes des moments, par rapport aux 
axes x et y, des forces appliquées au rotor de gyroscope et les som- 
mes analogues des moments des mêmes forces par rapport aux axes 
zx’ et y. 

Comme il a été indiqué précédemment, par raison de symétrie du 
rotor par rapport à l’axe z, dans les équations dynamiques d’Euler 
(2.1.1) il faut poser À = B. ce qui donne 


dp D: 
A 7 (C—A)gr =, 
AL +(4-—Crp=,, (2.1.11) 
dr : 
C 7 = M. 


En faisant subir la compression aux deux premières des équations 
{2.1.11), on obtient 


A (p+ig+i(4—C)(p+igr=MatiM, (2.112 


Remplaçons ici les expressions à valeurs complexes p + iq et M, + 
+ iM,, par leurs représentations (2.1.8) et (2.1.10) obtenues plus 
haut. Puis remplaçons la projection r de la vitesse angulaire du solide 
sur l'axe z par la somme (2.1.5) de r’ et dy’/dt qui lui est égale. En 
réduisant les termes semblables et en simplifiant par le facteur ex- 
ponentiel exp (—ëiy’). on obtient la relation 


d t, - ! u à ’ + +? ’ 
À (P -—iq)+i(4—0(p + ig')r"— 
tp cig}C 2 Lie (145) 
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qui est équivalente à deux égalités où interviennent les seules gran- 
deurs réelles. Joignons à ces deux égalités une troisième qui s’ob- 
tient à partir de la dernière équation dynamique d'Euler (2.1.11) 
lorsqu'on y remplace r par r’ + dy'’/dt. On est conduit finalement à 
trois équations d'Euler modifiées qui seront appelées encore équations 
gyroscopiques : 


+ (C— A)g'r + d'H'= Mas, 


A +(A—C)r'p—p'H =My, (2.1.14) 
dr’ , dH' 
C "dt . A — M, 
Dans les équations (2.1.14) on a introduit la désignation 
H'= cs =C(r—r) (2.1.15) 


pour le produit du moment Ro C du rotor de gyroscope, parrap- 
port à l’axe de symétrie z, par la vitesse angulaire propre dy’/dt 
du rotor de gyroscope par rapport au système de coordonnées mobile 
entraîné z’y'z’. La grandeur }” sera appellée moment cinétique propre 
du rotor dans le système de coordonnées entraîné z’y’z". Le choix de 
ce dernier comporte un certain degré d'arbitraire dû à ce que la projec- 
tion de la vitesse angulaire du système x’y’z" sur l'axe z’, c’est-à-di- 
re la quantité r’, peut être donnée, en général, de façon arbitraire. 
Par suite, dans un autre système de coordonnées entraîné 2*y*z* 
(dont l'axe z* se confond également avec l'axe z lié au solide), la va- 
leur du moment cinétique propre À* sera différente de À” par suite 
d’une autre valeur que prend, dans le cas général, la projection de la 
vitesse angulaire w* de ce système sur l’axe z* (z), c'est-à-dire la 
quantité r*. B. Boulgakov !) a introduit un système de coordonnées 
z°y9z° dit astatique dont l'axe 2°, de même que l’axe z’, se confond 
avec l’axe de symétrie dynamique z du corps solide, alors que la pro- 
jection r° de la vitesse angulaire w° de ce système sur l’axe 2° (z) 
est constamment nulle. Dans ce cas, les équations d’Euler modifiées 
prennent une forme ns simple 


A + QUH9= M, 


A se — p0H0 = Mo, (2.1.16) 
= M, 


où p° et q° sont les projections respectives de la vitesse angulaire du 
système astatique 2°y°z° sur ses propres axes z° et y° : H9 est, par ana- 


1) Byacarxoe D. B. « IÏpakaaxman Teopua ruapockonos » (B. Boulgakov. 


« ei appliquée des gyroscopes »). Max. 2-e. M., locrexuanar, 1955 
(en russe). 
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logie avec (2.1.15), égal à 
H=CT=C(r—r)= Cr. (2.117) 


Ici y° est l’angle des axes x et z° (ou, ce qui revient au même, des axes 
y et y°). 

Les égalités (2.1.16) seront appelées équations de Boulgakov. 
Ces équations permettent une étude simple du mouvement du solide 
autour d’un point fixe situé sur son axe de symétrie dynamique, dans 
le cas où est nul le moment résultant M, par rapport à ce point, dusys- 
tème de forces s’exerçant sur le solide, c'est-à-dire dans le cas où les 
valeurs de M,o, M, et M ou, ce qui revient au même. de À., 
M, et M, sont nulles. Suivant la troisième équation de Boulgakov 
(2. 1. 16) on déduit que le moment cinétique propre A rapporté au 
système de coordonnées astatique z°y°z° reste, dans ce cas, constant. 
I] s'ensuit en vertu de l'égalité (2.1.17) que la projection r de la vitesse 
angulaire du solide sur l’axe z (2°) est, elle aussi, constante. Le mé- 
me résultat découle, bien entendu, directement dc la troisieme 
équation (2.1.11) si le moment M. y est posé égal à zéru. 

Etant donné que M,o = M, = 0, multiplions la première et la 
deuxième équation (2.1.16) respectivement par p° et q° et addition- 
nons membre à membre les résultats obtenus. Il s'ensuit la relation 


ca d (p}+ (qe | 
AT ——3 —=0 (2.1.18) 
qui permet de conclure que la somme 
(p°)2+ (9°) = où (2.1.19) 
est, elle aussi, constante. Considéré conjointement avec la condition 
de r — const, ce fait conduit à la conclusion que pour M, = M, — 
= M, = Ole module de la vitesse angulaire du corps solide symétri- 


que ne varie pas avec le temps et que le vecteur re) rapporté au systè- 
me de coordonnées astatique z°y°z° (ainsi qu’au système zyz lié au 
solide) est orienté suivant la génératrice d'un cône circulaire d’axe 


2° (z) (fig. 30). Le vecteur vitesse angulaire w effectue un mouvement 
circulaire uniforme autour de l’axe z° dans le système z°y°z°, avec une 
périotle 

T = 2n —- ee (2.1.20) 


En effet, le module du moment cinétique Æ° étant constant. les deux 
premières équations de Boulgakov (2.1.16) constituent dans ce cas 
un système de deux équations différentielles linéaires à coefficients 
constants par rapport aux variables p° et q°, soit 


A + Hog = 0, 
A 2 _ jp = 0. 
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Il est aisé de vérifier que leur solution générale s'exprime par deux 
fonctions trigonométriques suivantes : 


0 
p=wkcos (1e) ; 
(2.1.22 


g = wrsin (t+e) 


de période 7 indiquée plus haut. Ici w% et e sont des constantes ar- 
bitraires qui se déterminent par les conditions initiales du mouve- 
ment. La première d'elles, c'est-à-dire wî, comporte une interprétation 
bien simple: c’est la valeur de la projection sur le plan x°y° (xy) 
du vecteur vitesse angulaire w° du 
système astatique de Boulgakov x°y°2° | 
ou, comme il a été déjà expliqué, le gr 
module de la projection w,, qui lui est 
égale, du vecteur vitesse angulaire w 
du solide sur le même plan (v.fig. 31 
sur laquelle 0 — HA/A +e). 

En principe, le système astatique 
de Boulgakov peut être « matérialisé ». 
Envisageons un disque homogène em- 
manché sur un axe de telle sorte que 
celui-ci soit son axe de symétrie 
(v. fig. 32, ainsi que tome I, chap. IV, dd .. 
$ 1). Dans ces conditions, en l'absence 
de frottement, la projection r de la 2° ÿ 
vitesse angulaire du disque sur l'axe 
z sera constante en vertu de Ja 
troisième équation d'Euler (2.1.11). 
Supposons que les conditionsinitiales du mouvement du disque soient 
telles que cette projection est nulle à l’instant initial. Dans un 
tel cas, elle restera constamment nulle. Si à présent on lie au disque 
le système de coordonnées 2°y°z°, en orientant son axe 2° suivant l’axe 
z, ce système sera astatique. 

Revenons maintenant à l'analyse des équations d’Euler modi- 
fiées (2.1.14). Mettons-les sous la forme suivante: 


Fig. 30 


À + (C—A)gr'; :-g'H'=M,, 


dq” CR ’ pr! ; 
dr  , dH'_, 
or : : dt — M... 


Les termes situés à gauche de la ligne verticale en traits interrompus 
sont analogues aux premiers membres des équations ordinaires d’Eu- 


5* 
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ler (2.1.11) qui traduisent, dans ce cas, le mouvement d’un certain 
solide imaginaire à symétrie axiale, invariablement lié au système 
de coordonnéesentraîné z'y'z'. Les moments d'inertie de ce solide ima- 
ginaire sont les mêmes que ceux du solide réel, c’est-à dire du rotor 
de gyroscope. Il est évident que les grandeurs 


Me= A +(C—A)ar", 
Mie= A+ (A4—C)r'p", (2.1.24) 
Mi =CT 


sont des moments qu’il convient d'appliquer au solide imaginaire 
pour qu'il effectue, pour des conditions initiales correspondantes le 


Fe 


7€ 


Fig. 31 


mème mouvement que le système de coordonnées entraîné x’y'z'. 
Quant aux termes des premiers membres des équations (2.1.23), 
situés à droite de la ligne verticale en traits interrompus, ils repré- 
sentent les projections sur les axes x”, y” et z” de la dérivée par rap- 
port au temps d'un vecteur A" orienté suivant l'axe de symétrie 
z' (z) du rotor de gyroscope., dont le module est égal à la valeur du 
moment cinétique propre A”. On peut s’en assurer facilement si 
l'on tient compte du fait que la dérivée par rapport au temps du 
vecteur À’ représente, suivant le théorème bien connu en ana- 
lyse vectorielle, le vecteur Ÿ de la vitesse de l'extrémité du vec- 


teur H’ par rapport à un système de coordonnées immobile quelcon- 
que En & (fig. 33). Quant à l’origine du vecteur H", elle doit être pla- 
cée en un point fixe, par exemple à l’origine du système Ené sus- 
mentionné. Le vecteur À’ est par hypothèse rigidement lié à l’axe 


$ 1] ÉQUATIONS D'EULER MODIFIÉES 69 


z’ du système de coordonnées mobile z’y’z'. Par suite, la composante 
V,. de la vitesse de l'extrémité de ce vecteur, orientée suivant l’axe 


z’ est due à la projection g’ de la vitesse angulaire w” du système 
1,1 9 


z'y'z' sur l’axe y” (fig. 34). Il est évident que 


Ve = ça) = q'H". (2.1.25) 


dt x’ se 


D'une manière analogue, la composante VW, de la même vitesse le 
long de l'axe y” s'exprime par la formule 


V,— (A) = — p'H". (2.1.26) 


Enfin, la composante de la vitesse de l’extrémité du vecteur H' 


Fig. 33 Fig. 34 


le long de l’axe z° (z) est déterminée par la variation du module H” 
du vecteur et a donc pour expression 
+ 


Vs) =. 


Ainsi, les équations d'Euler modifiées (2.1.23) peuvent être repré- 
sentées sous la forme d'une seule équation vectorielle 


he, (2.1.28) 


où M est le moment résultant des forces appliquées au rotor de gyro- 
scopeet M” est le vecteur dont les projections sur les axes x’, y’ et 
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z” sont des grandeurs M;., M, et M: introduites précédemment à 
l’aide des égalités (2.1.24). 
Confrontons la dernière équation vectorielle (2.1.28) à la relation 
dG — 
“dt = VW (2.1 .29) 


qui découle du théorème général de la dynamique d’un système sur 


la variation de son moment cinétique total. Ici G est le moment ciné- 
tique total du rotor de gyro- 


scope et M est, comme précé- 
demment, le moment résultant 
p' des forces agissant sur le 
rotor. Les deux moments sont 
pris par rapport à un même 
point fixe (dans le cas consi- 
déré, par rapport à l’origine 
du système de coordonnées 
immobile EnË). Les équations 
classiques d'Euler (2.1.1) et 
l'équation vectorielle (2.1.29) 
qui découle du théorème géné- 
ral de la dynamique d'un 
z' système sur le moment ciné- 


na 

se tique sont, bien entendu, 
DT équivalentes. 

| La représentation vecto- 

Fig. 35 rielle (2.1.28) des équations 


d'Euler modifiées ne fait 
intervenir que la dérivée par rapport au temps du vecteur 
moment cinétique propre H” du rotor de gyroscope, c'est-à-dire 
la dérivée d’une partie du vecteur moment cinétique total G du rotor 
de gyroscope. Au contraire, l’équation vectorielle (2.1.29) du théorè- 
me général de la dynamique du système contient, au premier membre, 
le vecteur moment cinétique total G du même rotor. Il est donc natu- 
rel que le second membre de l’équation (2.1.28) contient, au lieu du 


moment / de toutes les forces _agissant sur le rotor, la différence géo- 
métrique des moments M et M”. D'après ce qui précède, le moment 


. M” peut être conventionnellement interprété comme la réaction d’un 
corps imaginaire identique au rotor de gyroscope. Ce corps est ani- 
mé d'un mouvement tel qu'il se déplace avec le système de coordon- 
nées entraîné x'y'z.. 

Illustrons par un exemple l'application des équations d'Euler 
modifiées (2.1.14) ou (2.1.23). A savoir, déterminons le moment 
d’un couple supplémentaire de forces de pression que l’axe d’un vo- 
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lant tournant (rotor) exerce sur les paliers lors d’un mouvement angu- 
laire quelconque du support portant ce volant (fig. 35). Ce moment est 
généralement appelé moment gyroscopique. 

Associons le système de coordonnées entraîné z’y’z’ au support 
mobile, en dirigeant son axe z’ le long de l’axe z de rotation propre 
du volant. Considérons d’abord le cas où il n’y a pas de frottement 
dans les paliers et le milieu environnant le volant n’oppose aucune 
résistance à sa rotation. En conséquence, posons égal à zéro le moment 
M... dans la troisième équation du système (2.1.23). Il en résulte une 
intégrale première 


Cr’ + H' = H = const. (2.1.30) 
Il est évident qu'en vertu de l'égalité (2.1.15) on a 
H = Cr. (2.1.31) 


En faisant disparaître, à l’aide de la relation (2.1.30), le moment ci- 
nétique propre A” entre les deux premières équations du même sys- 
tème (2.1.23), on peut les mettre sous la forme suivante: 


AT Arg +gH= M, 
; (2.1.32) 
A nt Ap'r—pH=M,. 


Désignons par F le moment gyroscopique ou, ce qui revient au 
mème, le moment des forces que le volant exerce sur les paliers dans 
lesquels tourne son axe. Suivant le principe de Newton sur l'égalité 


de l’action et de la réaction, le moment gyroscopique let le moment 


M des forces de réaction des paliers ont le même module mais des 
sens opposés. On peut donc écrire 


DM, Ty My, T:r=—M;=0. (21.33) 


Les forces de réaction s’exercent sur le volant et donc, suivant les 
équations (2.1.32), on a 


’ | dp » 
Pe=—-g'H—A——-7r 
° { L (2.1.34) 
Tr, =p'H—A (SH +r'p) : 


Introduisons maintenant, en plus du vecteur vitesse angulaire 
©” du système de coordonnées entraîné : 


wo =ip +jq + kr, (2.1.35) 
encore des vecteurs 


H=kH=kCr (2.1.36) 
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et 
Gx =i Ap’ + j'Ag. (2.1.37) 
Le premier (H) sera appelé le moment cinétique polaire et le second 


(Gr) le moment cinétique équatorial du volant (rotor). Il est évident 
que le vecteur moment cinétique total G du volant vaut la somme 


G=i Ap'+j'Ag'+k'Cr=G:—H. (2.1.38) 


Il est aisé de vérifier que les formules (2.1.34) peuvent maintenant 
se mettre sous la forme vectorielle suivante : 


Fu 


nr Tr dC à D | 
F=HYxo rar M ee G:. (2.1.39) 


Le deuxième terme au second membre de la dernière égalité représen- 
te la dérivée locale du vecteur G; dans le système de coordonnées 


,,,1 9 


Tyz et a pour expression 


Ce terme n’a de l’importance que dans le cas des brusques variations 
de la vitesse angulaire du support. Quant au troisième terme de l’éga- 
lité (2.1.39), il est, en général, petit devant le premier, car la vitesse 
de rotation propre du volant est, en règle générale, supérieure de plu- 
sieurs ordres de grandeur à la vitesse angulaire du support et donc 
H 5 G,. On peut donc poser, avec une approximation suffisant dans 
la pratique, 

= H X w’. (2.1.41) 


La dernière égalité est connue sous le nom de formule du moment gy- 
roscopique. Suivant cette formule, le vecteur moment gyroscopique 
l'est orthogonal au plan des vecteurs Æ et w’. Il est dirigé de telle 
sorte comme s’il tendait à faire coïncider, par le chemin le plus court, 
le vecteur Z/ avec le vecteur w”, c’est-à-dire l’axe z° (z) de rotation pro- 
pre du volant avec l’axe de rotation instantanée du support (règle 
de N. E. Joukovski, v. fig. 36). Conformément à la formule vectoriel- 
le (2.1.41), les expressions approchées pour les projections [,: et 


F,. du vecteur mome::t gyroscopique l sur les axes x” et y” du systé- 
me de coordonnées entraîné z’y’z' sont de la forme 

TH, F,,=p'H. (2.1.42) 
Ces égalités sont faciles à établir si l’on compare les formules (2.1.41), 
(2.1.39) et (2.1.34). 
Les forces de pression exercées par le volant sur les paliers provo- 
quent une déformation de ces derniers, ce qui permet de mesurer le 


S 1] ÉQUATIONS D'EULER MODIFIÉES 73 


moment gyroscopique. Il devient possible de déterminer ainsi deux 
composantes de la vitesse angulaire du support du volant (rotor), 
à savoir 


p'=wx, qg'=0y. (2.1.43) 
En effet, d’après les formules (2.1.42) pour le moment gyroscopique, 
on a | 
L F:: —, 
= ST W 
ST LR H 
(2.1.44) 


Ainsi, la valeur du moment 
gyroscopique pouvant être 
mesurée, on peut concevoir, 
en utilisant un volant, un 
mesureur gyroscopique de 
vitesse angulaire, c’est-à-dire 
un fachymètre gyroscopique à 
deux axes sensibles. Or, pour 
déterminer le vecteur total de 


la vitesse angulaire wo’ du 
support mobile il n’est pas 
suffisant d'avoir un seul gyro- S RRRSRNSS SERRE 
tachymètre de ce type. Si LORD L'LLI D IUiis. 
l’on installe sur le support CDw 

mobile deux gyrotachymètres | 

pareils, le vecteur vitesse Fig. 36 


’ 


angulaire &@’ sera mesuré 
« par excès ». Par exemple, la projection w}- peut être mesurée à la 
fois par deux gyrotachymètres pareils (fig. 37). 

Une mesure précise des efforts qui prennent naissance dans les 
paliers se heurte à des difficultés techniques considérables. C'est 
pourquoi on utilise le plus souvent un gyrotachymètre à un seul axe 
sensible (fig. 38). Le volant, appelé dans ce cas rotor, est enfermé 
dans un boîtier dont l’axe tourne dans les paliers du support. La ro- 
tation du boîtier par rapport au support est empèchée par un ressort. 

Introduisons un système de coordonnées entraîné z,y,2,. lié au 
boîtier, en dirigeant son axe y, suivant l’axe du boîtier et l’axe z, 
suivant l’axe z de rotation propre du rotor. L'orientation de l’axe 
z, Sen trouve déterminée de façon univoque. Il est évident que les 
égalités (2.1.34) restent valables après un changement approprié des 
indices. On a 


d 
=—-gh—A(T ra), 


‘d 
T,= pH—A(%+ripi), 
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où par l. et F,, il convient d'entendre maintenant les projections 
du moment d'une force exercée par le rotor sur le boîtier, et par p,, 


Fig. 38 


1: ”, les projections de la vitesse angulaire du boîtier sur les axes 
Lis Yi 21. Le moment l,, sera transmis aux paliers de l’axe du rotor 
et puis aux paliers de l'axe du boîtier. La déformation des paliers 
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qui en résulte est généralement peu importante. En ce qui concerne 
le moment [',,, il provoque finalement une déformation du ressort 
qui s'oppose à la rotation du boîtier autour de l'axe y,. Par analogie 
avec ce qui a été fait plus haut, négligeons dans les équations (2.1.45) 
les termes contenant le facteur À, ainsi que le moment d'inertie, par 
rapport à l’axe y,, de la masse du boîtier de gyroscope. Si le ressort 
est linéaire et sa rigidité est À, on obtient alors 


PH æ KB, (2.1.46) 


où B est l’angle de rotation du boîtier par rapport au support, dont 
la valeur est facile à mesurer, et / la longueur du levier reliant le res- 
sort à l’axe du boîtier. 

Ainsi, la valeur de l’angle $ est proportionnelle à la projection p, 
de la vitesse angulaire du boîtier de gyroscope sur l’axe zx,. L'axe 
z, Change sa position par rapport au support. Néanmoins, l’angle 
B étant très réduit, on peut admettre dans la plupart des cas que p, 
est en même temps la projection de la vitesse angulaire du support 
sur la direction de l’axe zx, que celui-ci prend lorsque l’angle f est 
nul. 

En plus du ressort, le gyrotachymètre à un axe comporte généra- 
lement un amortisseur monté sur l’axe y, et servant à amortir les 
oscillations angulaires du boîtier (v. fig. 38). Ces oscillations peuvent 
apparaître en cas de brusques variations de la vitesse angulaire du 
support. 

Revenons maintenant aux équations gyroscopiques (2.1.23). 
Comme il a déjà été dit, dans les conditions habituelles de la rotation 
rapide du rotor de gyroscope, son axe de symétrie n'est animé que 
de faibles mouvements autour d’une certaine position moyenne. Par 


suite, le vecteur vitesse angulaire w du rotor s'écarte peu de la direc- 
tion de l’axe de symétrie z (z°) du rotor. Il s'ensuit que les projec- 
tions de la vitesse angulaire du rotor sur les axes x” et y’ sont peti- 
tes devant sa projection sur l’axe z (z’). Or, conformément aux for- 
mules (2.1.4) et (2.1.6), ces projections sont égales aux projections 


sur les mêmes axes du vecteur vitesse angulaire w” du système de co- 
ordonnées entraîné x'y’z'. Ainsi, les valeurs de p’ et q’ sont, en règle 
générale, petites par rapport à la composante r de la vitesse angulaire 


+ ? 


w le long de l'axe z (z°). Le système entraîné zx'’y’z" peut toujours 
être choisi de telle sorte que la projection r” de sa vitesse angulaire 
w’ sur l’axe z’ (z) soit, elle aussi, petite devant r. En particulier, 
dans le cas des axes de Boulgakov zx°, y°, z° cette projection devient 
tout à fait nulle. Il est logique de supposer que les dérivées par rap- 
port au temps des projections p’, q° et r’ sont, elles aussi, petites. 
Compte tenu de ces considérations, on peut admettre que dans de 
nombreux cas pratiques importants les termes des équations d’Euler 
modifiées (2.1.23), situés à gauche de la ligne verticale en traits in- 
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terrompus sont petits par rapport aux termes se trouvant à droite 
de la même ligne et contenant le module 7” du moment cinétique 
propre du rotor de gyroscope ou sa dérivée par rapport au temps. 
En négligeant ces petits termes dans les équations d’'Euler modifiées, 
on obtient les nouvelles équations 


d'H'=Me, —pH'=My, =, (2.1.47) 


que nous appellerons équations de précession de la théorie des gyrosco- 

pes. Compte tenu des considérations exposées plus haut, ces équa- 

tions peuvent être représentées par une seule équation vectorielle 
dH” — 

St. = M, (2.1 .48) 
où À” est, comme précédemment, le vecteur orienté suivant l'axe 
z (z’) de symétrie du rotor de gyroscope, dont le module est égal au 
moment cinétique propre du rotor, c’est-à-dire à la quantité définie 
par la formule (2.1.15). Les formules (2.1.41) et (2.1.42), ainsi que 
l'égalité (2.1.46) se rapportent en fait aux relations de la théorie de 
précession des gyroscopes. 


$ 2. Equations du mouvement de précession 
des gyroscopes 


Lors de l’étude des phénomènes gyroscopiques dans les cours de 
mécanique rationnelle, on développe un raisonnement à peu près 
suivant pour justifier la théorie élémentaire des gyroscopes. Le vecteur 
vitesse angulaire du rotor de gyroscope s’écarte peu de son axe de 


symétrie, et le vecteur moment cinétique total G est dirigé, comme 
on le sait, suivant la perpendiculaire au plan tangent à l’ellipsoïde 
d'inertie (fig. 39), construit au point d'’intersection de la surface de 
l’'ellipsoïde et du vecteur vitesse angulaire w du rotor (ou, ce qui re- 
vient au même, de son axe de rotation instantané). Par conséquent, 
lorsque l'écart du vecteur vitesse angulaire w par rapport à l'axe z 
de symétrie du rotor est faible, l’écart du vecteur moment ciné- 
tique total G par rapport à l’axe zest, lui aussi, petit. C'est pourquoi, 
dans la relation (2.1.29) qui découle du théorème sur la variation du 
vecteur moment cinétique total G du rotor, on peut considérer avec 
une certaine approximation que ce vecteur est orienté suivant l’axe 
zet que son module est égal à sa projection sur cet axe. Onest conduit 
ainsi à l'équation vectorielle approchée 


+ (Crk) = 17, (2.2.1) 
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où k est le vecteur unitaire orienté suivant l’axe z, et Cr la composante 
du moment cinétique total G le long de l’axe z. Le produit 


Crk = A, (2.2.2) 


dans lequel C est le moment d'inertie du rotor par rapport à son axe 
de symétrie z, et r la projection de la vitesse angulaire sur cet axe, 
est encore appelé dans la théorie élémentaire des gyroscopes le vec- 
teur moment cinétique propre 
du rotor. Il est parallèle au 


vecteur H’ (v.fig. 34). Des 
formules (2.1.5) et (2.1.15) 
données plus haut on tire 


H=Cr=C{r+%)= 
=Cr'+H'. (22.3) 


Il en résulte que le module du 
vecteur moment cinétique 
propre du rotor de gyroscope, 
considéré en théorie élémen- 
taire des gyroscopes, diffère 
par une petite quantité Cr’ du 
module du vecteur moment ci- 
nétique propre À” du rotor de . 
gyroscope, introduit plus haut Fig. 39 

nu) 

dans le système de coordon- 

nées entraîné z'y'z". Dans le cas du système de coordonnées asta- 


tique x°y°z°, cette différence devient tout à fait nulle. En effet, par 
analogie avec l'égalité précédente, on a 


H = Cr + Ho. (2.2.4) 


Or, en vertu de la propriété fondamentale du système de coordonnées 
astatique, r° = 0. 

Ainsi, la différence entre les équations de la théorie élémentaire 
des gyroscopes et les équations de précession n'est pas essentielle. 
Néanmoins, la méthode d'obtention des équations de précession 
(2.1.47) exposée au paragraphe précédent semble être préférable. 

La solution approchée du problème de mouvement d'un corps so- 
lide à symétrie axiale autour d’un point fixe, obtenue par intégration 
des équations (2.1.47) de la théorie de précession des gyroscopes cons- 
titue une solution exacte des équations (2.1.23) du même problème, 
ces équations ayant leurs seconds membres légèrement modifiés et 
la solution ne satisfaisant pas à toutes les conditions initiales du mou- 
vement. En effet, augmentons dans les équations (2.1.23) les valeurs 
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données des moments M,., M, et M, appliqués au solide respecti- 
vement des quantités M;:, M, et M: définies par les formules 
(2.1.24) et introduisons aux seconds membres de ces équations, au 
lieu de p’, q’, les fonctions du temps trouvées par intégration des équa- 
tions de précession (2.1.47). Toutes les transformations effectuées, 
les équations d’Euler modifiées ou, ce qui revient au même, les équa- 
tions rigoureuses (complètes) du mouvement du solide (2.1.23) avec 
les seconds membres ainsi modifiés seront identiquement satisfaites 
si l’on prend pour p’, q” et H” les solutions des équations de préces- 
sion (2.1.4). Il en résulte 
que la précision de la solu- 
tion du problème de mouve- 
ment du solide, obtenue par 
intégration des équations 
de précession, se caractérise 
dans une certaine mesure 
par la petitesse des « ap- 
points»sus-mentionnés MW, 
M, et M: devant les mo- 
ments donnés WM,., A1, 
et M... 

Considérons Ja corres- 
pondance entre les condi- 
tions initiales des équations 
de précession et des équa- 
tions complètes. Les équa- 
tions dynamiques (2.1.1) 

Fig. 40 et cinématiques (2.1.2) 
d Euler forment six équa- 
tions différentielles du premier ordre par rapport aux variables 
p,q,r, Ÿ. 6, ç. Pour une description complète du mouvement du so- 
lide il faut donc avoir six conditions initiales. Elles peuvent être 
constituées par les conditions d'égalité des angles d’Euler +, 0, ç 
et de leurs dérivées par rapport au temps à des valeurs définies pour 
l'instant initial du mouvement et données à l'avance. 11 en est de 
même, bien entendu, aussi pour le système d'équations d’'Euler mo- 
difiées (2.1.14) et des équations cinématiques d'Euler-Krylov (2.1.3) 
pour lesquelles on peut, dans certains cas, prendre comme conditions 
initiales les valeurs initiales des angles d'Euler-Krylov «&. B. y 
et de leurs dérivées par rapport au temps. 

Pourtant, l'ordre du système constitué par les équations de pré- 
cession (2.1.47) de la théorie des gyroscopes jointes aux équations 
cinématiques d'Euler-Krylov (2.1.3) est inférieur à six. Comme il 
sera montré plus loin, cet ordre est égal à quatre. Ainsi, la donnée 
de six conditions initiales dans le cas des équations de précession est 
superflue. Essayons d'expliquer la contradiction ainsi apparue. 
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Choisissons le système de coordonnées immobile ën& et le systè- 
me entraîné z’y’z’ de la façon suivante. Dirigeons l’axe & de la mé- 
me manière que l’axe de symétrie z (z’) du rotor était orienté à l’ins- 
tant initial (fig. 40), et les axes E et n de façon quelconque. Dans ce 
cas, les angles d’'Euler-Krylov © et B déterminant l'orientation cou- 
rante de l’axe z (z') dans le système de coordonnées immobile ën£ 
seront, en règle générale, peu 
élevés. Prenons pour angle « 
l'angle de rotation à partir de 
la position Ené d'’unt certain 
système de coordonnées z”y"z” 
autour de J’axe x” confondu 
avec l'axe E&. Cette rotation 
doit étre telle que l'axe z” se 
trouve situé dans le plan Ez. 
Quant à l'angle B, supposons 
qu'il détermine la rotation du 
système z’y’z" à partir de la 
position x”y”z”, autour de l’axe 
y" confondu avec l'axe y”. 
Par suite de cette rotation 
du système z’y’z" son axe 
z' doit être amené en coïnci- 
dence avec l’axe de symétrie Fig. 41 
z du gyroscope. 

L'axe z” étant constamment confondu avec l'axe z, le système de 
coordonnées z'y’z’ est, comme il a déjà été dit, partiellement entrai- 
né par le solide en mouvement. On peut donc le prendre pour systè- 
me de coordonnées entraîné de même nom zx'y’z° introduit précédem- 
ment lors de l'établissement des équations d'Euler modifiées. Pour 
angle y’ qui détermine la position du solide par rapport à ce systè- 
me de coordonnées, prenons, par analogie avec ce qui a été fait pré- 
cédemment. l'angle des axes x’ et x (v. fig. 26). Cet angle augmente 
lorsque le solide tourne en sens inverse des aiguilles d'une montre par 
rapport au système de coordonnées xz’y’z’, si la rotation est observée 
du côlé de la partie positive des axes confondus 2’ et z. 

Il n'est pas difficile de déterminer maintenant les composantes 
de la vitesse angulaire du système x’y’z" par rapport au système im- 
mobile En£é. L'examen de la position relative de ces systèmes (fig. 
41) montre immédiatement que 


» _ dB , 
q = dt 9 (2.2.5) 
, da …. 
r = Sin e 
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On peut obtenir les mêmes expressions si dans les formules (2.1.3) 
qui donnent les projections de la vitesse angulaire du solide parl'in- 
termédiaire des angles d'Euler-Krylov, on pose égal à zéro le troisiè- 
me de ces angles, à savoir l’angle y (en amenant en coïncidence par 
là même les systèmes de coordonnées zyz et z'y'z’). En introduisant 
les expressions (2.2.5) des grandeurs p”, q’,r’ dans les équations de pré- 
cession (2.1.47) de la théorie des gyroscopes et en tenant compte de 
la relation (2.1.15), on obtient le système d'équations suivant: 


dB ;;, _n, 
ra = M,., 


da , 

—— cos PH = M}, 2.2.6) 
dH' | . 
ne 

ra 
LT: 


Ce système est du quatrième ordre par rapport aux angles d’'Euler- 
Krylov &. B, y’. Sa solution générale contient seulement quatre cons- 
tantes arbitraires et non pas six comme c'est le cas des équations 
d’Euler. Ceci signifie qu’en utilisant la théorie de précession des gy- 
roscopes, on peut donner seulement quatre conditions initiales du mou- 
vement du solide. Elles peuvent être constituées, par exemple, par 
les vaieurs initiales des angles &, B, y’ et de la dérivée première de 
l’angle y’ par rapport au temps. La dernière condition initiale peut, 
bien entendu, être remplacée par la donnée de la composante r de la 
vitesse angulaire du solide à l'instant initial. En effet, si l’on y rem- 
place la désignation y par y’, on tire de la troisième relation cinéma- 
tique d'Euler-Krylov 


rl-o=[ + sins |. 


Par ailleurs, suivant la deuxième équation du système (2.2.6), on a 


= (res Mr], (2.2.8) 


Ainsi, connaissant les valeurs initiales des grandeurs r et B (ainsi 
que, bien entendu, la valeur de M,:), on peut, compte tenu de la qua- 
trième équation (2.2.6), déterminer la valeur initiale de la dérivée 
de l'angle +’. 

Ainsi donc, dans le cas des équations de la théorie de précession 
des gyroscopes, on ne doit pas donner en plus des valeurs initiales 
des angles «, B, y’ et de la dérivée dy’/dt encore les valeurs initiales 
des dérivées da/dt et df/dt ou, ce qui revient au même, des vitesses 
angulaires des systèmes x’y”z” et xz'y'z" respectivement par rapport 
aux systèmes En 6 et x”y”z” à l'instant { — 0. En même temps, il est 


(2.2.7) 


= 0 
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évident que pour un énoncé rigoureux du problème la donnée des 
valeurs initiales des dérivées sus-mentionnées est, au contraire, obli- 
gatoire et correspond à l'essence même de l’étude du mouvement du 
solide avant un point fixe. La contradiction qui apparaît ici est facile 
à éliminer. Un mouvement concret du rotor de gyroscope est sans dou- 
te déterminé par la donnée des six conditions initiales, c’est-à-dire 
des trois angles &, B et y’ et de leurs dérivées par rapport au temps 
da/dt, dB'dt et dy’/dt. Pourtant, dans la plupart des cas, ceci ne con- 
cerne qu'un intervalle de temps bien court qui suit immédiatement 
l'instant initial. Au cours de cet intervalle de temps, l’axe du rotor 
effectue des oscillations rapides que l’on appelle nutations, autour 
d'une position moyenne dont la variation de l'orientation est rela- 
tivement lente. La nutation s'évanouit rapidement. La cause en est 
la présence de forces d'amortissement qui engendrent partiellement 
les moments M,., M. M.., ainsi que l’élasticité imparfaite du maté- 
riau dont est fait le gyroscope. La nutation s'accompagne d'une dé- 
formation périodique de tous les éléments constitutifs du gyroscope 
et surtout de son axe. Ceci conduit à l'absorption de l’énergie et fi- 
nalement à la disparition de la nutation. Plus haut, lors de l’établis- 
sement des équations du mouvement du gyroscope, nous n’avons pas 
tenu compte de l’élasticité de ses éléments. Dans le cas du mouvement 
de précession, on ne doit tenir compte de la déformation du gyrosco- 
pe que pour l’étude du comportement des gyroscopes de très haute 
précision montés sur un support vibrant !). Après la disparition de la 
nutation, le mouvement lent ultérieur de l’axe du rotor, connu sous 
le nom de mouvement de précession, se décrit avec une grande précision 
justement par les équations de précession de la théorie des gyroscopes. 
Si l’on calcule dans ce cas les termes dits de nutation (2.1.24) des 
équations d'Euler modifiées (2.1.23) par lesquels ces équations diffe- 
rent des équations de précession (2.1.47), on constate que ces termes 
sont très petits devant les valeurs des moments M,.., M, M,.et 
tendent vers zéro. 

+ Ainsi, si l’on exclut un petit intervalle de temps qui suit immé- 
diatement l'instant initial, le mouvement du rotor de gyroscope 
s'avère, en fait, indépendant de la donnée des valeurs initiales des 
dérivées des angles «& et B. Une justification rigoureuse de la théorie 
de précession des gyroscopes fait l’objet des études spéciales fondées, 
en particulier, sur la théorie des équations différentielles à petit 
paramètre des dérivées d'ordre le plus élevé des fonctions cher- 
chées. 

Des questions analogues se rencontrent également dans d’autres 
disciplines et notamment dans la théorie de l'électricité. Par exemple, 


1) Voir, par exemple, Awauncrxuü A. I. « MexanuKka rHpocKoOniaecKkux 
cuctTen » (4. fshlinsky. « Mécanique des systèmes gyroscopiques »). M., H3;1-B0 
AH CCCP, 1963 (en russe). 


82 THÉORIE DE PRÉCESSION DES GYROSCOPES (CH. IX 
———_—_———————…—……——..—..————————————————————_…————_-__——_—.- __ | |. 


lorsqu'un condensateur C (fig. 42) est chargé depuis une source de 
tension continue Ü/, on doit en toute rigueur tenir compte de la résis- 
tance ohmique R du circuit électrique et de son inductance propre 
L, ce qui exige la résolution d’une équation différentielle du deuxiè- 
me ordre avec deux conditions initiales. Ces conditions concernent 
la valeur de la charge initiale du condensateur et du flux magnéti- 
que initial de tout le circuit. Dans les conditions habituelles, la par- 
tie du phénomène transitoire due à l’inductance s’affaiblit rapidement 


L 


Fig. 42 Fig. 43 


(fig. 43), après quoi le courant de charge i circule comme si l'induc- 
tance propre du circuit était nulle (fig. 44). Dans ce dernier cas, 
le phénomène se décrit déjà par une équation du premier ordre dont 
la résolution n’exige de connaître qu'une seule condition initiale qui 
est la charge initiale du condensateur (ou la tension initiale entre 


R 
U | C 


L:0 


Fig. 44 


ses armatures qui est, comme on le sait, proportionnelle à cetle 
charge). Ainsi, dans la plupart des cas, la deuxième condition 
initiale devient peu importante pour le phénomène considéré. Or, 
la situation devient différente si le circuit de charge comporte 
une réactance inductive considérable. par exemple une bobine 
d'inductance (fig. 42). Dans ce cas, pour une description satisfai- 
sante du phénomène transitoire il faut résoudre une équation différen- 
tielle du deuxième ordre et donc utiliser deux conditions initiales. 

Dans la théorie des gyroscopes, la prise en compte des termes de 
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nutation que font intervenir les équations différentielles du mouve- 
ment des systèmes gyroscopiques se révèle nécessaire lors de l’étude 
du comportement des gyroscopes de haute précision et des questions 
relatives à la stabilité de fonctionnement des stabilisateurs gyrosco- 
piques (v. chap. III, $5 et 6 du présent livre). Les masses à stabiliser 
possèdent, en règle générale, des moments d'inertie importants. Ces 
derniers interviennent, comme coefficients, dans les équations du mou- 
vement d'un système gyroscopique. De ce fait, les considérations 
exposées plus haut sur la possibilité de négliger dans ces équations 
les dérivées secondes des angles qui déterminent la position de l’axe 
du rotor, cessent d’être valables. Néanmoins, pour l’étude de la stabi- 
lité du mouvement de tels systèmes gyroscopiques, on peut se conten- 
ter des équations des petits mouvements autour de la position moyen- 
ne de l’axe du rotor et négliger dans les équations du mouvement 
(2.1.14) les termes contenant les produits des projections de la vitesse 


Z2 /2 


Nar 


angulaire du système de coordonnées entraîné. Dans de nombreux 
cas, on peut également ne pas tenir compte du mouvement de pré- 
cession de l’axe du gyroscope. Il en résulte que bien souvent l'étude 
de la stabilité d’un stabilisateur gyroscopique se ramène, après plu- 
sieurs simplifications, à la résolution d’un système d'équations dif- 
férentielles linéaires à coefficients constants (v. chap. III, &K5 
et 6). 
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Reportons-nous maintenant au gyroscope suspendu à la cardan 
(fig. 45) !). La suspension à la cardan est constituée par deux an- 
neaux : un anneau extérieur relié par une articulation plane au support 
et un anneau intérieur *) qui est relié à son tour, par une autre arti- 
culation plane, à l’anneau extérieur. Les axes des deux articulations 
sont perpendiculaires l’un à l’autre. Les paliers de l’axe du rotor 
sont incorporés à l'anneau de cardan intérieur. 

Désignons par 7,y:z, un système de coordonnées lié à l’anneau de 
cardan extérieur et dirigeons son axe z, suivant l’axe de la première 
articulation et son axe y, suivant l’axe de la deuxième articulation. 
Attachons au support qui est, en règle générale, mobile, un système 
de coordonnées En & en orientant son axe £ suivant l’axe z, de la pre- 


1) 1] existe des gyroscopes qui ne comportent pus de dispositif de suspen- 
sion à la cardan, par exemple des gyroscopes à bille suspendue dont la toupie 
tient toute seule en l'air dans son boîtier grâce soit à un « coussinet pneuma- 


Fig. 46 Fig. 47 


tique » (une couche d'air aspiré sous une bille en rotation) (fig. 46), soit à un 
coussinet magnétique ou électrique réglable (fig. 47). Dans le cas de tels gyrosco- 
pes. le système de coordonnées r”y"z" (ou reysz2) et le système entraîné z'y"z 
(ou r17121) ne sont liés à aucun corps supplémentaire et sont introduits par une 
voie purement géométrique. | . ue 

2) Dans certains cas, le rotor de gyroscope est isolé du milieu extérieur. 
A cet effet. le rotor peut être fermé par deux couvercles rigidement reliés à l’an- 


neau intérieur (fig. 48) ou enfermé dans un boîtier (fig. 49). 11 est évident que 
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mière articulation. Désignons par «& (fig. 50) l'angle de rotation du 
système Z.y-Z, par rapport au système Ené ou, ce qui revient au mé- 
me, de l’anneau extérieur par rapport au support sur lequel est monté 
le gyroscope suspendu à la cardan. Associons à l’anneau de cardan 
intérieur un système de coordonnées z,y,2,. L’axe y, de ce système est 
confondu avec l'axe y, du système z,y:z2 (fig. 45) et constitue donc 
l'axe de la deuxième articulation autour duquel l'anneau intérieur 
tourne par rapport à l'anneau extérieur. L’angle de cette dernière 
rotation (fig. 51) sera désigné par $. Lorsque &« — $ — 0, les axes 
correspondants des systèmes de coordonnées 2Z,ÿ,2,, ZoYoZ». En Se 
confondent. 

Le plan y,z, constitue généralement ce que l’on appelle le plan mi- 
tan de l’anneau intérieur. c’est-à-dire son plan de symétrie le plus 
près duquel est disposé le centre de masse de l’anneau (fig. 52). 
L'axe z, se confond, en règle générale, avec l'axe z de rotation pro- 
pre du rotor de gyroscope, c’est-à-dire avec l'axe de sa rotation par 
rapport à l'anneau intérieur. 

Désignons par y l’angle de rotation du rotor par rapport à l'’an- 
neau intérieur. On l'appelle angle de rotation propre du rotor de gyro- 
scope. Pour mesurer l'angle y, il convient d'introduire un système 
de coordonnées xzyz rigidement lié au rotor et tel que son axe z soit 


cinéematiquement le boîtier et l’anneau intérieur sont identiques. Au point 
de vue dynamique ils ne sont équivalents que si leurs moments d'inertie sont 
égaux. 


[Z:.Z 
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confondu avec l’axe z, du système x,y,z, (fig. 52). Supposons, pour fi- 
xer les idées, que lorsque y = 0, les axes correspondants des deux 
systèmes æxzyz et Z1y:z, se confondent. 


re 


GT? 
Fig. 50 Fig. 51 


Il est aisé de vérifier que les angles &, B et y ainsi introduits sont 
les angles d'Euler-Krylov (v. fig. 24 et 25) qui caractérisent la posi- 
tion du rotor de gyroscope 
par rapport au support ou, 
ce qui revient au méme, 
celle du système de coor- 
données xzyz par rapport au 
système En £. Ceci étant, les 
angles &« et B déterminent 
l'orientation de l'axe z de 
symétrie dynamique du ro- 
tor par rapport au système 
de coordonnées En. 

Si le gyroscope est monté 
sur un support fixe. la 
variation des angles « et , 
après la disparition de la 
nutation, est, dans la plu- 

Fig. 52 part des cas, assez lente. 

Ceci nous donne le droit de 

négliger dans la théorie de précession des gyroscopes l'influence 

dynamique des anneaux sur le mouvement du rotor due aux mo- 
ments d'inertie de leurs masses. 
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Développons des raisonnements qui s’y rapportent. Désignons 
par À,. B,, C, les moments d'inertie de l'anneau intérieur respecti- 
vement par rapport aux axes z;, y, et z,. Admettons, pour préciser les 
idées, que ces axes sont les axes principaux d'inertie de la masse de 
cet anneau. Le système zx,y,z, et le système xzyz lié au rotor tournant 
ont un axe commun qui est l’axe z, ou, ce qui revient au même, 
l’axe :. De ce fait, le système x,y,z,, qui ne participe pas à la rotation 
du rotor, peut être pris pour système de coordonnées entraîné 
z'y'z introduit plus haut. Dès lors, le mouvement de l’anneau inté- 
rieur rigidement lié au système de coordonnées entraîné zx'y’z’ 
sera le mème que celui du solide imaginaire examiné plus haut (v. 
paragraphe précédent), c'est-à-dire d’un solide identique au rotor de 
gyroscope mais se mouvant avec le système entraîné. Les moments 
M... M, M! qui pourraient reproduire le mouvement du solide 
imaginaire représentent, ainsi qu’on l’a dit plus haut, des quantités 
névlireables dans la théorie de précession des gyroscopes. Si les mo- 
ments d'inertie À,. B,, C, de l'anneau intérieur sont de l’ordre de 
grandeur des moments d'inertie À = B et C du rotor de gyroscope, il 
est logique de négliser également les moments des forces qui font ef- 
fectuer à l’anneau intérieur son mouvement réel avec le système de 
coordonnées x,y,2,. Des raisonnements à peu près analogues peuvent 
se développer dans l’hypothèse où la masse (ou plus exactement les 
moments d'inertie) de l’anneau de cardan extérieur peut être négli- 
gée. 

Comme il a été dit précédemment, la prise en compte de la masse 
‘des moments d'inertie) des anneaux de cardan est nécessaire pour 
l'étude du mouvement des gvroscopes de très haute précision. Elle 
s'impose surtout dans les cas où il y a une vibration angulaire impor- 
tante du support mobile du gyroscope ou un déséquilibre dynamique, 
méine minime, du rotor, c'est-à-dire lorsque l’axe de symétrie dyna- 
mique du rotor ne coïncide pas avec son axe de rotation propre. Dans 
les cas mentionnés, la théorie de précession des gyroscopes, sous 
sa forme habituelle, devient inapplicable pour des études correspon- 
dantes qui exigent de passer à la théorie de nutation. Une dérive sys- 
tématique d’un gyroscope suspendu à la cardan, due à des oscilla- 
tions non amorties (nutations) du système mécanique « rotor — an- 
neau intérieur — anneau extérieur » sera examinée plus loin au chap. 
[IT. 

Le rotor, les anneaux de cardan, leurs axes et leurs paliers ne sont 
pas des solides parfaits. La différence de déformabilité élastique du 
rotor dans les sens axial et radial explique, en particulier, la dérive 
du gyroscope en cas des vibrations de translation de son support. 
Pour déterminer la valeur d’une telle dérive, les équations de la 
théorie de précession des gyroscopes sont tout à fait suffisantes. 
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$ 3. Gyroscope suspendu à la cardan 


Au cours du présent paragraphe qui fait une suite logique au précé- 
dent, nous nous proposons d'établir. dans le cadre de la théorie de 
précession des gyroscopes, les équations générales du mouvement de 
l’axe d’un gyroscope dont le rotor est suspendu à la cardan (v. fig. 
45). Les paliers dans lesquels tourne l’axe de l'anneau extérieur de 
cette suspension sont logés dans le corps d’un support mobile. Com- 
me il a été indiqué au paragraphe précédent, l’anneau de cardan in- 
térieur peut être réalisé, par 
exemple, sous forme de boîtier 
dans les paliers duquel tourne 
l'axe du rotor de gyroscope 
(v. fig. 49). 

Attachons, comme précédem- 
ment, au support mobile. à l'an- 
neau extérieur et à l'anneau 
intérieur (boîtier) respectivement 
trois systèmes de coordonnées 
ENC, ToY2Zos T1Y121 d'origine com- 
mune au centre de la suspension 
à la cardan. Dirigeons les axes £ 
et z, suivant l’axe de l'anneau 
extérieur, les axes y, et y, suivant 
l'axe de l’anneau intérieur (boîi- 
tier) et l'axe z, suivant l'axe z 
du rotor de gyroscope. Eu outre, 

Fig. 53 introduisons un système de coor- 

données zxyz lié au rotor de 

gyroscope et un système non tournant E*n*£&* ayant leurs origines 
également au centre de la suspension à la cardan. 

La vitesse angulaire de tout corps solide, rapportée au système de 
coordonnées « absolu » (v. chap. I, $ 1 du présent livre) est égale, 
bien entendu, à la vitesse angulaire de ce solide par rapport au système 
E*n*£* et représente ainsi sa vitesse angulaire absolue. 

Désignons, comme au paragraphe précédent, par & l'angle de ro- 
tation de l'anneau extérieur par rapport au support (v. fig. 90). 
Lorsque a >> 0, le système x,y,z, est tourné en sens inverse des aiguil- 
les d'une montre par rapport au système de coordonnées in&, la 
rotation étant observée du côté de la partie positive de l’axe & (x). 
Introduisons de manière analogue l'angle $ de rotation de | anneau 
intérieur (boîtier) par rapport à l'anneau de cardan extérieur, c'est- 
à-dire du système de coordonnées Z,y,:, par rapport au système 
LToUoZa (V. fig. 51). Les vitesses angulaires (relatives) da/dt et df/dt 
de rotation du système z,y,z, par rapport au système En£é et du sys- 
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tème x,y,Z, par rapport au système z2,y,z, sont dirigées (v. fig. 90 
et 51) respectivement suivant les axes x, (£) et y, (y). 

Désignons par w! le vecteur vitesse angulaire de l’anneau inté- 
rieur par rapport au système de coordonnées non tournant ë*n* c*. 
Les projections w:,, &},, w!, de cette vitesse angulaire sur les axes 
Ti, Yy» Z1 liés à l'anneau de cardan intérieur s'expriment (fig. 53) 
par la vitesse angulaire v du support et les angles & et B au moyen des 
formules suivantes: 


Ox, = Uz COS P + un Sin à sin B— u, cos a sin f +  cosf. 


e df e. 
hi. =: OR } 9 
1 _ e. se “fe Fe da e 
W7 =u;Sinf—u,sinacosf+u;cosæcosf+ —sin f. 


Ces formules seront établies un peu plus loin. Les grandeurs u:. u,, 
et u- qui y figurent sont les projections du vecteur vitesse angulaire 
absolue (c’est-à-dire rapportée au système de coordonnées non tour- 


nant E£*n* £*) u du support sur les axes du système Enë qui lui est 
rigidement lié (v. fig. 53). 

Désignons par K,, K,, et Æ,, les sommes des moments des 
forces exercées par le support sur l'anneau de cardan extérieur, par 
rapport aux axes respectifs x,, y. et z. liés à cet anneau. Désigrons 
ensuite par L.,, L,, et L., les sommes des moments, par rapport 
aux axes Z,, y, et z,, des forces exercées par l'anneau extérieur 
sur l’anneau intérieur. Enfin, désignons par M,,, M,, et A: 
les sommes des moments des forces exercées par l’anneau intérieur 
(boîtier) sur le rotor du gyroscope ), par rapport aux mêmes axes. 
Z;,. ÿY1 et 2, liés à l'anneau intérieur. 

Désignons par k,., k,. et k.. les sommes des moments, par rapport 
aux axes correspondants, des forces extérieures *) appliquées à l'an- 
neau extérieur; par L,,, L,, et L., et par m.,, m,, et m., celles des 
moments des forces appliquées respectivement à l’anneau intérieur 
(boîtier) et au rotor. 

Parmi les forces qui agissent sur les éléments de masse de l'an- 
neau extérieur, de l’anneau intérieur (boîtier) et du rotor il con- 
vient de tenir compte des forces d'inertie (d'entraînement et de 
Coriolis) dues au déplacement, avec le temps, du système de coor- 
données auquel est rapporté le mouvement étudié du gyicecope. 


1) Dans certains cas (par exemple, dans l’appareil gyroscopique d'Obri) 
il existe des forces d'interaction entre le rotor et l'anneau de cardan exterieur 
(que l’on appelle forces de soufflage). La présence de telles forces conduit à une 
certaine complication des calculs qui suivent. 

*) C'est-a-dire des forces autres que les forces d'interaction entre les corps 
solides faisant partie du système mécanique « rotor — anneau intérieur (boi- 
tier) — anneau extérieur de la suspension à la cardan ». 
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Dans le cas considéré, pour un tel système est choisi le système de 
coordonnées non tournant E*n*£* mentionné plus haut qui a son 
origine au centre de la suspension à la cardan (dans ces conditions 
les forces d'inertie de Coriolis sont nulles). 

Une étude plus poussée se fait dans le cadre de la théorie de pré- 
cession des gyroscopes. C'est pourquoi, d’après ce qui a été établi 
au paragraphe précédent, les mo- 
ments cinétiques des anneaux de 
cardan lors de leur mouvement 
par rapport au système de coor- 
données non tournant E*n*c* 
seront négligés par la suite. Nous 
considérons donc que le moment 
résultant du système de forces 
appliquées à l’anneau extérieur 
est nul. Le système de forces 
qui s’exercent sur l'anneau inté- 
rieur (boîtier) jouit exactement 
de la même propriété. Dans les 
deux cas, le point de réduction 
des forces est choisi au centre 
de la suspension à la cardan. 

, La condition que les som- 

Fig. 54 mes des moments de toutes les 

forces agissant sur l’anneau exté- 

rieur, par rapport à chacun des axes x., y, et z, sont nulles permet 
d'écrire les équations suivantes: 


K x, +h,,— Lx, = 0, 
K y, + ky, — Li = 0, (2.3.2) 
Rich L.0) 


: j 


Ces équations font intervenir les sommes des moments, par rapport 
aux axes Zo, Y» et z,, des forces exercées par l'anneau intérieur 
(boîtier) sur l'anneau extérieur, désignées par —L,., —L,, et —L.. 
Suivant le principe de Newton sur l’égalité de l’action et de la 
réaction, ces moments sont liés aux moments L,,, L,, et L., des 
forces exercées par l’anneau extérieur sur l’anneau intérieur (boîtier), 
<'est-à-dire des forces de réaction, par les relations (fig. 54) 


Le, = Lx, cos B + L,, sinf, 
Ly, = Lys (2.3.3) 
L.,= —L,, sin + L., cosf. 


Les équations qui traduisent l'équilibre des forces appliquées 
à l'anneau intérieur (boîtier) de la suspension à la cardan se pré- 
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sentent à leur tour sous la forme 
Latin —Myn=0, 
L,+l,—My,=0, (2.3.4) 
L:,+l,, —M.,=0. 


Ici —M,,, —M,, et —M., sont les sommes des moments des forces 
exercées par le rotor de gyroscope sur l’anneau intérieur. 

En nous servant des relations (2.3.3), faisons disparaître les quan- 
tites L.., L,, et L.. qui figurent dans les équations (2.3.2). Il vient 


K,,+k,. = L.,cosB- Z., sin, 
À, — k,, — Le: (2.3.9) 
K.,—k,, = —L,,sinf + ZL.,cosf. 


Pour l'analyse qui suit il importe de connaître les expressions 
de M,, et M, pour les sommes des moments, par rapport aux axes 
z, et y,, des forces exercées par l’anneau intérieur (boîtier) sur Île 
rotor de gyroscope. On peut les trouver conjointement avec les incon- 
nues X,,, K., L,, et L., en faisant usage des équations (2.3.4) 
et (2.3.5). 

Les quantités X,,, et Æ., sont les sommes des moments, par rap- 
port aux axes y, et :., des forces de réaction normales dans les paliers 
de l'anneau extérieur. D'une manière analogue, les moments L.. et 
L., sont produits par les réactions normales des paliers de l’anneau 
intérieur (boîtier). La connaissance des forces de réaction peut 
s'avérer utile, par exemple pour la détermination des forces de frot- 
tement dans les paliers de la suspension. 

Résolvons les équations (2.3.4) et (2.3.5) par rapport aux quan- 
tités}X,., K,, L.,, L., M,, et M,, en supposant que les autres, 
c'est-à-dire k.., k,,, k.., Le. Li L, K, L,, et M., sont données. 
On obtient 

Ky,= —k,,+Li. 
K= —k,— (Ki k) 18 B+ (M, — 1) sec B, 
L,, Fe (Æx, + k.) sec P — (AZ;, die l,) tg p; 


L., = — L., + AT... 


M 7 Lx, — (A, Le Kx.) sec p or (A2, = L:,) tg p, 
M,=lh -L,. 


Il convient de faire attention à la manière dont interviennent 
dans l'expression de 7, la somme k,. des moments, par rapport à l'axe 
z, de l'anneau extérieur, des forces extérieures appliquées directe- 
ment à l'anneau extérieur, ainsi que la somme Æ., des moments, 
par rapport au même axe x.. des forces de frottement dans les paliers 
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et des forces exercées par le support sur l’anneau extérieur. En déter- 
minant la valeur de M,,, on peut ici commettre facilement une 
erreur si l’on projette À, et k.. directement sur l’axe x, en oubliant 
que ces moments sont appliqués non pas à l'anneau intérieur (boi- 
tier), mais à un autre corps, à savoir à l'anneau de cardan exté- 
rieur. Il en résulterait que les quantités ÆX,, et £.. interviendraient 
dans l’expression de M,, avec le facteur cos B, ce qui serait, bien 
entendu, erroné. 

D'après l’avant-dernière formule (2.3.6), la valeur de M, dépend 
(pour 6 = 0) tant de la somme /. des moments, par rapport à l’axe 
z1 (cz) du rotor. des forces extérieures appliquées à l'anneau de cardan 
intérieur, que de la somme A7. des moments des forces que cet an- 
neau exerce sur le rotor de gyroscope. Ces deux circonstances sur- 
prennent au premier aberd. 

Reportons-nous maintenant aux équations du mouvement du 
rotor. Suivant la théorie de précession des gyroscopes exposée au 


paragraphe précédent, le moment cinétique G du rotor peut être 
remplacé, avec une approximation suffisante, par le moment ciné- 


tique propre À du rotor dirigé suivant l'axe z (z,) de rotation du 
rotor par rapport à l’anneau intérieur (boîtier). Le module 
de ce moment cinétique est égal au produit du moment polaire 
d'inertie C du rotor par la projection r de sa vitesse angulaire w sur 
l'axe 2: 

H = Cr. (2.3.7) 


La vitesse angulaire w du rotor est égale à la somme géométrique 


de la vitesse angulaire (relative) 2 du rotor par rapport à l'anneau 
intérieur et de la vitesse angulaire absolue de ce dernier, c’est-à-dire 


de la vitesse angulaire w! par rapport au système de coordonnées non 
tournant E*n*£é*. Pourtant, étant donné que la vitesse angulaire 
du rotor par rapport à l’anneau intérieur (boîtier), que l’on appelle 
vitesse angulaire propre »r du rotor, est incomparablement plus grande 
que la vitesse angulaire w! de l'anneau lui-même, on peut ne pas 
faire de distinction entre les quantités w, nr et r. Par suite, on peut 
poser dans la formule (2.3.7) que la projection r est égale à la vitesse 
angulaire propre «x du rotor de gyroscope, soit 


+, (2.3.8) 


où y est l'angle de rotation du rotor par rapport à l’anneau inté- 
rieur (boîtier). 

En procédant de la méme façon qu'au paragraphe précédent, 
considérons la vitesse V de l'extrémité du vecteur À par rapport 
au système de coordonnées non tournant E*n*£* en supposant 
que les origines du vecteur et du système corne dent Il est facile 
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de voir (fig. 55) que les projections de la vitesse Ÿ sur les axes du 
système x,y,z, ont pour expressions 
Vaso. Vy=—ulH, Vi=T, 
où &;, et w;, sont, comme il a été indiqué précédemment, les projec- 
tions sur les axes x, et y, de la vitesse angulaire w! de l’anneau 
intérieur (boîtier) par rapport au 
système de coordonnées non tour- 
nant E*n*c*. 

Suivant les formules (2.1.47) 
du $ 1, les expressions (2.3.9) 
sont respectivement égales aux 
sommes des moments. par rapport 
aux axes Z,, y, et 3,. des forces 
appliquées au rotor, c'est-à-dire 
que dans le cas considéré on a 


OH =mt+Mx, 
—o!H=my+M,, (23.10) 


(2.3.9) 


all . 
TT =m;,, + M... 
Remarquons que la quantité m., * ÿr 


représente, en règle générale, le 
moment des forces de freinage du 
rotor par l'air environnant (dans 
le cas, par exemple. où il n'y a pas de boîtier fermé étanche). À son 
tour, la quantité M. est la somme du moment des forces de frotte- 
ment dans les paliers, du moment engendré par la résistance à la 
rotation du rotor de la part du milieu remplissant le boîtier et 
du couple moteur du rotor. Ce dernier est produit le plus souvent 
par le champ magnétique tournant du stator rigidement relié au 
boîtier. 

En introduisant dans les égalités (2.3.10) les expressions de 
M,, et M,, données par deux dernières formules (2.3.6), on obtient 
les équations suivantes pour le mouvement du rotor de gæyroscope 
suspendu à la cardan: 


@y, = M, + L., (Æ», + Kk..) sec B Fn (MW, DE L.) tg B, 


—_oH=my + +Ly, | (2.341) 
dH 
Frs = mm, + M, : 


Compte tenu des deux premières formules (2.3.1), les relations 
(2.3.11) représentent un système de trois équations différentielles 
contenant trois fonctions du temps cherchées «(f), B(t) et H(t). 
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Etablissons les équations (2.3.11) par un autre procédé, à partir 
du principe des vitesses virtuelles. Commençons par indiquer quel- 
ques relations cinématiques supplémentaires. 

Il n’est pas difficile de se convaincre (fig. 56) que les projections 
&%., &%,, @, de la vitesse angulaire de l'anneau de cardan exté- 


rieur &°, par rapport au système de coordonnées non tournant E*n* C*. 


EX? 
Fig. 56 Fig. 57 


sur les axes du système x,y,z, lié à l'anneau s'expriment par les 
formules suivantes : 


: da 
x, — Up) 
Oÿ, = Un COS Q + Ur Sin &, (2.3.12) 
&,— — Un Sin & + up COS A, 
où l'indice supérieur 2 n’est pas, bien entendu, le symbole du carré. 
On peut obtenir de même les formules pour les projections sur les 
axes Zi, ÿ1, 2, liés à l'anneau intérieur (boîtier) de la vitesse angu- 
laire w' de cet anneau par rapport au système E*n*£ê* (fig. 57): 
O%, = @%x, COS B — wi, sin p, 


‘ à d 
wÿ, = wi, +, (2.3.13) 
O!, = &%, Sin f + wi, cos f. 

En introduisant dans les seconds membres des dernières égalités 
les expressions (2.3.12) pour w%,, w, et w°,, on obtient les for- 

mules (2.3.1) indiquées au début du présent paragraphe. 
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Enfin, les projections de la vitesse angulaire w du rotor, par 
rapport au système de coordonnées E*n*£Æ*, sur les mêmes axes 
T;, Y1 et Z, Sont données par les formules évidentes 


d= 


1 de 
x, Es O,; G,, — &,, » :, = = Oi, + r "dt 9 (2 Re 14) 


où y est l'angle, mentionné plus haut (v. fig. 52), qui caractérise 
Ja rotation du rotor de gyroscope par rapport à l'anneau intérieur 
(boîtier). 

Considérons dans le système de coordonnées mobile en translation 
Efn* C* la cinétostatique d’un ensemble mécanique comprenant trois 
corps solides: l’anneau de cardan extérieur, l’anneau de cardan 
intérieur (boîtier) et le rotor de gyroscope (v. fig. 45). Comme cela 
a été dit plus haut, dans la théorie de précession des gyroscopes. 
(théorie simplifiée d l'effet gyroscopique), les moments cinétiques 
des deux anneaux sont négligés, et pour moment cinétique G du 
rotor on prend son moment cinétique propre H dirigé suivant l'axe 
de rotation propre z (z,) du rotor. En vertu des formules (2.3.7) 
et (2.3.8), le module du vecteur AH sera pris égal au produit du moment 
d'inertie C du rotor, par rapport à son axe de symétrie dynamique 

z (z,), par la valeur de sa vitesse angulaire propre, soit 


dy 9 2 4= 

H=Cn=C—. (2.3.15)} 

Introduisons dans le système de coordonnées E*n*&* les forces. 

d'inertie de d’Alembert :). Conformément à la théorie de précession 

des gyroscopes, elles ne doivent se déterminer que par la variation 

dans ce système du vecteur moment cinétique propre H. En effet, 

les équations de précession du mouvement du rotor (2.3.10) peuvent 

être transformées de telle sorte qu'elles aient la forme des équations 
d'équilibre de la statique, soit 


m,, + AE, + D,, = 0, 
m,+M,+D,=0, (2.3.16) 
m,, + M, + D.,= 0, 


D =—0,H, Di=—(—ok,H), D,=—". (2.3.1) 


1) Sous le terme de force d'inertie de d’Alembert élémentaire nous entendons 
ici un vecteur orienté dans le sens opposé à celui de l'accélération de 1° élément 
de masse considéré, rapporté au système de coordonnées E*n*i*; la valeur 
de la force d'inertie de d’Alembert est égale au produit de cette accélération 
par la valeur de la masse (v. chap. 1, $ 1 du présent livre). 
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Il est évident que les quantités D,,, D,, et D. doivent être consi- 
dérées comme sommes des moments, par rapport aux axes correspun- 
dants. des forces d'inertie de d’'Alembert. D'autre part, les seconds 
membres des égalités (2.3.17) représentent, au signe près, les pro- 
jections de la vitesse de j'extrémité du vecteur moment cinétique 
propre À ou, ce qui revient au même, les projections de sa dérivée 
par rapport au temps sur les axes du système de coordonnées x,y,2, 
lié à l’anneau de cardan intérieur (boîtier). Ainsi, en considérant 
la cinétostatique de l’ensemble mécanique « anneau extérieur — 
anneau intérieur — rotor », il convient d'ajouter aux forces agissant 
sur cet ensemble les couples, de moments D.,, D, et D.,, appliqués 
au rotor de gyroscope. Ces moments sont définis par les formules 
(2.3.17) que nous venons d'indiquer. 

Les forces qui agissent sur l’ensemble mécanique considéré peuvent 
se diviser en deux groupes : les forces extérieures et les forces d’inter- 
action: entre le rotor et l’anneau de cardan intérieur, entre les 
anneaux de cardan intérieur et extérieur et enfin, entre l’anneau 
extérieur et le support de gyroscope. Le mouvement de tous les 
corps étant considéré par rapport au système de coordonnées mobile 
ë*n* S*. le système des forces extérieures doit comprendre les forces 
d'inertie de Coriolis et les forces d'inertie d'entraînement, dues au 
déplacement du système £*n*C* par rapport au système de coordon- 
nées « absolu ». Or, le système £*n*£* ne tourne pas et donc les 
forces d'inertie de Coriolis sont nulles. Quant aux forces d'inertie 
d'entraînement, elles sont toutes dirigées dans le sens opposé à l'ac- 
céleration de l'origine du système E*n*£C* par rapport au système 
« absolu », parce que le système E*n*&* est animé d'un mouvement 
de translation. 

[T1 est évident que les forces d'inertie d'entrainement qui « agis- 
sent » sur les éléments d’un corps quelconque faisant partie de l’en- 
semble mécanique considéré se ramènent en l’occurrence à une résul- 
tante passant par le centre de gravité de ce corps (v. chap. I, $ 1 du 
présent livre). L’intensité de cette résultante est égale au produit 
de la masse du corps par l'accélération de l’origine (et donc, de 
tout autre point fixe) du système de coordonnées E*n* &*. 

Enfin, l'interaction des corps de l’ensemble mécanique « anneau 
extérieur — anneau intérieur — rotor » se traduit par les forces de 
reaction normales des liaisons et par les couples dont les vecteurs 
sont orientés suivant les axes des articulations planes qui relient 
ces corps. Il en est exactement de même des forces d'interaction 
entre le support et l’anneau de cardan extérieur. S’il existe d’autres 
forces d'interaction entre le support et les autres corps de l’ensemble 
considéré, on peut les ranger dans le groupe de forces extérieures. 

En vertu du principe de l’ Alembert, l’ensemble de trois solides 
parfaits, appelé, dans le cas considéré, gyroscope suspendu à la 
cardan. peut, sous l’action des forces énumérées et des couples de 
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moments D,,, D,, et D.,, se trouver dans un état d'équilibre par 
rapport à son support qui est en quelque sorte immobilisé. Le mouve- 
ment du support de gyroscope par rapport au système de coordonnées 
« absolu » doit être considéré comme donné. Pour coordonnées géné- 
ralisées de l’ensemble mécanique il est le plus naturel de prendre 
les angles &, B et y, c'est-à-dire les angles de rotation de l’anneau 
de cardan extérieur par rapport au support, de l’anneau intérieur 
par rapport à l’anneau extérieur et du rotor par rapport à l’anneau 
intérieur. 

Soient Ôô(da/dt), 6(dB/dt), ô(dy/dt) les vitesses virtuelles géné- 
ralisées de l’ensemble mécanique considéré. Les projections de la 
vitesse angulaire virtuelle de l’anneau extérieur sur les axes du 
système de coordonnées qui lui est lié se présentent alors d’après les 
formules (2.3.12) sous la forme suivante: 


bui,=5, Bui,=0, ôui,=0. (2.3 18) 


En faisant usage des formules (2.3.1), on obtient pour les projections 
de la vitesse angulaire virtuelle de l’anneau intérieur (boîtier) sur 
les axes du système de coordonnées z,y,z, les expressions suivantes : 


da 


dt ? wi, = 6 À él, =sinp5 +. (2 3.19) 


ôwx, = cos B Ô TE 


Enfin, en partant des formules (2.3.14) et (2.3.19), on obtient 
pour les projections de la vitesse angulaire virtuelle du rotor sur 
les mêmes axes les expressions 


Ôw,, = cos f Ô +, 
ôw, = 5€, (2.3.20) 


: da dy 
6w:, = sin Bô = + Ô —. 

Proposons-nous maintenant d’établir une expression donnant la 
puissance virtuelle du système de forces (y compris les couples de 
moments D.., D, et D.) appliquées à l’ensemble mécanique con- 
sidéré des corps faisant partie du gyroscope suspendu à la cardan. 
Rappelons que la puissance développée par les forces appliquées 
à un corps quelconque ayant un point fixe est égale au produit 
scalaire du moment résultant par rapport au point mentionné de 
l'ensemble de ces forces par la vitesse angulaire du corps. En parti- 
culier, la puissance des forces extérieures appliquées à l’anneau de 
cardan intérieur est donc égale au produit 


Lo! = 1,0}, + Lo! +1.0!.. (2.3.21) 
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Ici, Z est le moment résultant des forces sus-mentionnées et w! le 
vecteur vitesse angulaire de l’anneau de cardan intérieur. 

Dans le cas où deux corps en interaction ont un axe commun. 
la puissance développée par les forces d'interaction est égale au 
produit de la somme des moments des forces d’action d’un corps sur 
l’autre par la vitesse de variation de l’angle formé entre eux. Ainsi, 
la puissance des forces d’action de l’anneau de cardan extérieur 
sur l’anneau intérieur constitue avec la puissance des forces de réac- 
tion agissant sur l’anneau extérieur la quantité L,,, df/dt. Dans ce 
produit, L,, est la somme des moments des forces d'action de l’anneau 
extérieur sur l’anneau intérieur, par rapport à l’axe y, de ce dernier 
et B est l'angle formé entre les anneaux, le sens positif du moment 
Ly, étant celui de l’angle $. La même expression peut être obtenue 
si l’on considère un cas particulier de la formule donnant la puis- 
sance des forces généralisées agissant sur un ensemble mécanique, 
et si l’on prend l'angle B pour coordonnée généralisée et L,, pour 
force généralisée qui lui correspond. 

Compte tenu des remarques faites, il n’est pas difficile maintenant 
d'écrire l’expression cherchée pour la puissance virtuelle de toutes 
les forces appliquées au gyroscope considéré. On a 


ÔW — (mx, + D,.,) 0W; + (m,, + D,,) do, + | 
+ (m:, + D.,) 6o:, + LL, 6x, + L,,0ow7, + L..ôui, La 
+008, + M6 + L,6 À + K,,6 Æ. (2.3.2) 


Ici, comme précédemment, X,, est la somme des moments, par rap- 
port à l’axe x, (E) de l'anneau extérieur, des forces exercées par le 
support de gyroscope sur cet anneau, L,,, la somme des moments, par 
rapport à l’axe y, (y.) de l’anneau intérieur, des forces exercées par 
l'anneau extérieur sur l’anneau intérieur, M. la somme des moments 
des forces d’action de l'anneau intérieur sur le rotor par rapport 
à l’axe z (z,) de rotation propre du rotor; k, L et rm munis d'indices 
inférieurs désignent les sommes des moments, par rapport aux axes 
indiqués par ces indices, des forces extérieures qui s’exercent respec- 
tivement sur l'anneau de cardan extérieur, sur l’anneau interieur 
(boîtier) et sur le rotor. Ces dernières comprennent les forces d'inertie 
d’Euler dues au mouvement du système de coordonnées E*n* £* 
et « agissant » sur les anneaux de cardan extérieur et intérieur 
et sur le rotor de gyroscope. 

Les forces de réaction normales des liaisons ne figurent naturelle- 
ment pas dans les expressions de la puissance virtuelle ÔW parce 
qu'elles ne développent aucune puissance. 

Remplaçons maintenant, dans la formule définissant ÔWW, 
projections des vitesses angulaires virtuelles par leurs expressions 
(2.3.18), (2.3.19) et (2.3.20). Le second membre de cette formule 
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prend la forme suivante: 


[Æx, +, nu (L,, + mx, un D) cos f + (L:, + me, gi D:,) sin BI Ô _ 


+ (2, + my, + D,, + L,,) 8 À + m;, + D, +M,)8 À. (2.3.23) 
Selon le principe des vitesses virtuelles, la puissance ÔW est 
nulle quelles que soient les valeurs des vitesses virtuelles généra- 
lisées ô(da/dt), 6(dB/dt) et 6(dy/dt). Ceci n'est possible que si 
chacun des facteurs de ces vitesses dans l'expression (2.3.23) est. 
égal à zéro. D'où les relations suivantes: 


K:,+ ke, + (Le Fe M, + D.) cos D + (L:, +m., + D.,) sin B —— 0, 
L,, TR L,, + My + Dj, —= 0, 


"M. + m;, + D,, EE 0, 
(2.3.24 


qui conduisent aux équations (2.3.11) obtenues précédemment par 
la méthode de la statique élémentaire. [1 suffit, en effet, de remplacer 
les quantités D,,, D,, et D, par leurs expressions (2.3.17) et de 
faire disparaître, dans la première relation (2.3.24), la somme m., + 
+ D., à l’aide de la troisième relation. 

Dans les équations (2.3.11), les projections ©’, et w}, de la 
vitesse angulaire de l’anneau de cardan intérieur peuvent être 
remplacées par leurs expressions (2.3.1). Il vient alors comme expres- 
sion définitive des équations de précession du mouvement du gyrosco- 
pe suspendu à la cardan 


(un cos œ +u-sin +$) H = 


= mx, + ls, + (Æx, ax kz,) sec B — (M, — 1.) tef, 
— (u: cosB+ un sin a sin f— u; cos a sin B+ cosp) H — 


_ My, KL Ly, ES ETES 


(2.3.25): 
Les équations (2.3.25) trouvent de nombreuses applications. Consi- 
dérons deux exemples. Le premier d’entre eux se rapporte à l’étude 
du comportement du gyroscope suspendu à la cardan, dans le cas. 
où la vitesse angulaire de rotation du rotor est variable, c'est-à-dire- 
dans le cas où la valeur du moment cinétique propre H du rotor 
est variable, et le second, au cas où il y a l’action des forces exté- 
rieures de résistance aérodynamique à la rotation du rotor (de la. 
part du milieu environnant le rotor). Æ 
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Examinons le premier exemple. Il a été constaté que l'angle 
f que l'axe de rotation propre du rotor fait avec la perpendiculaire 
au plan de l’anneau extérieur (fig. 58) diminue lorsque la vitesse 
angulaire de rotation du rotor augmente (lors de la mise en vitesse) 
et, au contraire, augmente lorsque 
le rotor ralentit sa rotation (en 
particulier, lors de la marche par 
inertie). Pour ne pas compliquer 
l’étude de ce phénomène, négligeons 
pour l'instant l'influence qu'ont 
sur le mouvement du gyroscope les 
moments Æ,, et L,, des forces 
de frottement dans les axes de sa 
suspension, ainsi que les moments 
Ker Leur Lys Lars Mess Miins Ma, de 
toutes les forces extérieures pos- 
sibles. Nous négligerons également 
la rotation de la Terre, en sup- 
posant par là même que dans les 
équations (2.3.25) la vitesse angu- 


laire u du support et du système 

de coordonnées Enê qui lui est 

lié est nulle. Nous supyoserons 

Fig. 58 notamment que le rotor est abrité 

à l'intérieur d'un boîtier fermé 

étanche et entraîné en mouvement 

par le champ électromagnétique tournant du stator. Ce dernier 

est placé à l'intérieur du boîtier auquel il est rigidement relié. 

Avec les hypothèses simplificatrices adoptées, les équations (2.3.25) 
du mouvement du gyroscope suspendu à la cardan deviennent 


db 


dd — _ M, tg B, 
da 
— HE cosB = 0, (2.3.26) 
dH . 
= M. 


La deuxième équation de ce système d'équations différentielles 
montre que pour B = +n/2 


& — const. (2.3.27) 


Ainsi, d'après la théorie de précession des gyroscopes, l'anneau de 
cardan extérieur doit dans ce cas rester immobile, lorsque la vitesse 
de rotation du rotor varie. 

Eliminons dans la première équation, à l’aide de la troisième, 
le moment A7, des forces exercées par le stator sur le rotor de gyro- 
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scope et séparons les variables, il vient 


cos B dB _ dl 
sinf I * 


(2.3.28) 


D'où, après intégration 
H sin f = H,sin B, = const, (2.3.29) 


où A, et B, sont les valeurs respectives du moment cinétique propre 
H et de l’angle B à l'instant initial { — 0. 

Or, d’après la formule (2.3.15), H — Cn, où nr est la vitesse 
angulaire de rotation propre du rotor, c'est-à-dire sa vitesse angulaire 
par rapport au boîtier (anneau de cardan intérieur). C'est pourquoi, 
en vertu de la relation (2.3.29) et de la formule (2.3.15). l'angle 
B doit diminuer lorsque la vitesse angulaire propre » du rotor augmen- 
te et inversement. Remarquons qu'il serait incorrect de prendre 
pour instant de départ un des instants { pour lequel la vitesse angulaire 
propre du rotor n'est pas suffisamment grande (par exemple. au cours 
du démarrage du rotor). Lorsque la vitesse angulaire du rotor est 
petite, son mouvement est fortement influencé par les forces de 
frottement dans les axes de la suspension, qui ont été négligées 
plus haut. De plus, le recours à la théorie de précession des gyroscopes 
devient non fondé. 

Lorsque la vitesse angulaire du rotor diminue, la relation (2.3.29) 
ne reste valable que jusqu'à l’instant où l’angle f atteint, en crois- 
sant, la valeur de x/2. A cet instant, le moment cinétique H prend, 
d'après la relation (2.3.29), la valeur 


Hnin = À, sin B,. (2.3.30) 


Pour B = x/2, les anneaux de cardan « se joignent » et l'axe de rota- 
tion propre du rotor se confond avec l'axe de rotation de l'anneau 
extérieur par rapport au support immobile. Pourtant, on doit avoir 
en vue que la théorie de précession des gyroscopes cesse d’être 
valable aussi pour des valeurs de l’angle $ peu différentes de 11/2. 

La relation (2.3.29) peut s’obtenir beaucoup plus simplement si 
l'on applique directement le théorème du moment cinétique au 
système de trois corps solides: le rotor de gyroscope et les deux 
anneaux de cardan. En vertu de ce théorème, on a trois égalités 
suivantes : 


dGy dGy ; dG> | 
= (2.3.31) 


où G;, Gh et G; sont les projections du moment cinétique total 
du gyroscope suspendu à la cardan sur les axes correspondants du 
système de coordonnées En & qui est dans ce cas immobile, et N:, V, 
et V, sont les sommes des moments, par rapport aux mêmes axes, 
de Loutes les forces extérieures agissant sur les anneaux de cardan 
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extérieur et intérieur, ainsi que sur le rotor. Ces forces extérieures 
peuvent être représentées par les forces exercées sur les anneaux de 
cardan et sur le rotor, les forces de frottement dans l'axe de l'anneau 
de cardan exterieur et les forces de réaction normales dans les paliers 
du même axe. 

Faisons coïncider l'axe Ë avec l’axe x, de l'anneau de cardan 
extérieur. Compte tenu de ce que les forces de réaction normales 
dans les paliers de l’axe de l’anneau extérieur ne possèdent que des 


Fig. 59 


moments par rapport aux axes n et & et que les forces extérieures et 
les forces de frottement sont par hypothèse nulles, nous concluons que 


Ny = 0. (2.3.32) 
Il s'ensuit que la première des équations (2.3.31) donne dans’ce cas 
Gy = const. (2.3.33) 


Ainsi qu'on l’a dit plus haut, dans la théorie de précession des 
gyroscopes, les moments cinétiques des anneaux de cardan sont 
totalement négligés et le moment cinétique du rotor se réduit au 


moment cinétique propre H. Ce dernier est dirigé, comme il est 
indiqué précédemment, suivant l’axe z du rotor et est égal, d’après 
la formule (2.3.15), au produit de son moment d'inertie polaire 
€ par la vitesse angulaire n de rotation du rotor par rapport à l’an- 
neau de cardan intérieur. Par conséquent, la projection G+: de la 
somme des moments cinétiques des deux anneaux et du rotor doit 
être considérée dans la théorie de précession des gyroscopes comme 
étant égale à la projection, sur le même axe, du seul vecteur moment 


cinétique propre du rotor, c'est-à-dire du vecteur HA. Le vecteur À, 
orienté selon l'axe z de rotation propre du rotor, fait avec l’axe ë un 
anzl> 1/2 —B (fig. 58). Par suite, 


G: = H, = H sin B, (2.3.34) 


d'où. en tenant compte de l'intégrale première (2.3.33), on est 
conduit de nouveau à la relation (2.3.29). 
Du point de vue géométrique, la relation (2.3.29) exprime la 


constance de la projection du vecteur H sur l’axe E (fig. 59). Il 
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est évident qu'à une plus grande longueur du vecteur Æ, c’est-à-dire 
à une plus grande vitesse angulaire du rotor, correspond un plus 
petit angle B et inversement. 

Examinons maintenant le second exemple. Supposons que le 
rotor ne soit pas enfermé dans un boîtier (fig. 60) et que sa vitesse 
de! rotation propre soit maintenue constante, par exemple grâce 
à un champ magnétique tournant ou à l'effet de turbine du jet 


G,Xz 


Z,Z 


22 


277 


Fig. 60 


d'air comprimé actionnant des aubages spécialement fraisés dans 
le corps du rotor. Supposons comme précédemment que le frotte- 
ment dans les paliers des axes de la suspension à la cardan du gyro- 
scope est nul, de même que sont nulles les forces extérieures qui pour- 
raient agir sur les anneaux de cardan extérieur et intérieur. Quant 
aux forces extérieures exercées sur le rotor, elles existent, bien enten- 
du, parce que n'étant pas placé dans un boîtier fermé, le rotor en 
rotation subit une résistance de la part du milieu (air) qui l'entoure. 
Il est naturel d'admettre que ces forces ne produisent qu’un moment 
m., autour de l’axe du rotor. Par suite, compte tenu de la constance 


supposée de la valeur du moment cinétique propre H du rotor et 
des hypothèses adoptées ci-dessus, la troisième équation du système 
(2.3.25) prend la forme 


O=m, +M,. (2.3.35) 
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La quantité positive M. est égale à la différence entre le couple 
moteur du rotor et le moment résistant à la rotation, dû au frottement 
dans les paliers du rotor et aux forces aérodynamiques développées 
dans l’espace entre l'anneau de cardan intérieur et le rotor. En consé- 
quence, m., est une quantité négative. 

Substituons maintenant à la valeur de W., dans la première équa- 
tion (2.3.25) son expression par l'intermédiaire de m., conformé- 
ment à l'égalité (2.3.35). Compte tenu de ce que, par hypothèse, 
tous les autres moments (Æ,, k.., L.,, ms, l..) que fait intervenir 
le second membre de cette équation sont nuls, on obtient 


H'È = mg B. (2.3.36) 


La rotation du rotor étant uniforme, le moment m., .dû à la résis- 
tance de la part de l’air environnant le gyroscope. doit être considéré 
ici comme constant, de même que le moment cinétique propre H 
du rotor. 

Intégrons l'équation différentielle (2.3.36). I1 vient 


sin f = sin fo eXp (+ t) : (2.3.37) 


où B, est la valeur de l'angle B à l'instant initial & = 0. 

Puisque m,, << 0, la valeur absolue de l’angle B doit, d’après 
la formule (2.3.37), diminuer dans le temps de façon monotone, en 
tendant vers zéro. Un tel comportement du gyroscope suspendu 
à la cardan a été remarqué depuis longtemps par les spécialistes 
de réglage des appareils gyroscopiques et a été vérifié en laboratoire 
(de même qu’on a constaté une variation de l’angle B lorsque la 
vitesse angulaire z de rotation du rotor augmente ou diminue). 
L'angle B est parfois appelé par les techniciens « inclinaison de la 
toupie ». 

On peut indiquer deux causes qui empêchent Je gyroscope de 
conserver une direction assignée dans le plan horizontal. Ce sont 
le frottement dans les axes de sa suspension à la cardan et le mouve- 
ment apparent du gyroscope par suite de la rotation de la Terre. 
Dans le cas considéré, la dernière cause peut être pratiquement éli- 
minée si l’axe de l’anneau extérieur du gyroscope est dirigé suivant la 
verticale et l’axe de rotation propre de son rotor est placé dans le 
plan de méridien du lieu. Dans ce cas, en utilisant un poids placé 
sur l’anneau intérieur (ou par un autre procédé), on peut provoquer 
une précession du gyroscope qui élimine sa dérive apparente. 

En effet, orientons le système de coordonnées En£ lié au support 
de gyroscope (et donc, cette fois, tournant avec la Terre) de manière 
que l'axe E soit dirigé verticalement vers le haut. l’axe n vers l’est 
et l’axe © vers le nord (fig. 61). Désignons comme toujours par 
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la latitude du lieu. Alors, les projections du vecteur vitesse angulaire 
de la Terre sur ces axes, c’est-à-dire les quantités 


U; = Usiny, U,=0, Ur =Ucosy (2.3.38): 


représenteront respectivement les projections u:, un, u, de la vitesse- 
angulaire à du support sur les axes E, n et © du même système de- 


Fig. 62 


coordonnées. Deux premières équations du système (2.3.25) devien- 
nent maintenant 


(U cospsina +) H—(K,+K,,) sec B+ Le, + 


dt 
+ mx, (A7, ne L.,) tg B.. 
(2.3.39) 
— (U sin q cos B—U cos pcos asinfi+ cosf) H = 
= L,, 5 Lys FA My. 


Soit & = Pf = O0 dans la position initiale. Donc, les axes de: 
même nom (c'est-à-dire les axes des abscisses, des ordonnées et des. 
cotes) des systèmes Ené, z2ÿ:z2 et 21ÿ,2, liés respectivement au 
support, à l'anneau de cardan extérieur et à l'anneau de cardan 
intérieur sont confondus. Supposons que 


K:m=lLn=M;,=0, k,=l,,=1l,=m,=0. (23.40) 
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Dans ce cas, le système d’équations différentielles (2.3.39) admet 
‘pour solution 


a(t) = 0, B(t) = 0, (2.3.41) 
-si seulement 


L, +my, = — HU sin . (2.3.42) 


La solution (2.3.41) correspond au mouvement stationnaire du 
.&yroscope avec la Terre au cours duquel le moment cinétique propre 


H du rotor et, par conséquent, son axe z sont dirigés vers le nord. 
Le moment !,, + m,, qui élimine le mouvement apparent (c'est-à- 
-dire par rapport à la Terre) du gyroscope peut être créé, conformément 
à la formule (2.3.42), au moyen d’un petit poids P fixé sur l’anneau de 
cardan intérieur de son côté nord (fig. 62). Il faut seulement assurer 
(dans le cas où le système « anneau intérieur — rotor » est libre 
-de balourd) que 


P=% sing, (2.3.43) 


où a est la distance du centre de masse du poids à l’axe de l’anneau 
de cardan intérieur du gyroscope. 


Le moment cinétique propre À doit, bien entendu, étre constant 
lorsque la valeur de a reste inchangée. 

On peut s'assurer que pour de faibles valeurs des angles & et $ 
la dérive apparente du gyroscope due à la rotation de la Terre sera, 
‘en cas d'emploi du poids mentionné, de l’ordre du produit U cos æ X 
X Pot en angle «& et de —U cos p-&st en angle B, où £{ caractérise 
un intervalle de temps, pas trop long, qui s’est écoulé après l'instant 
-où les angles & et B avaient pour valeurs respectives &, et B,. En 
«æffet, compte tenu des égalités (2.3.40) et (2.3.42), les équations 
(2.3.39) peuvent s’écrire, à des termes du premier ordre en variables 
-a et B près, sous la forme suivante: 


HU cosp-a=0, À —U cos ç-B— 0. (2.3.44) 


Posons ici t = 0, il vient 
d 2 d Ë 
_ nn Bo= — U cosp-@,, lo &) =U cosp-f,. (2.3.4) 


Etant donné que les variables cherchées « et B se présentent, 


pour de faibles valeurs de l’argument, sous la forme approchée 
suivante 


a = ay tas, B = Bo + Bot, (2.3.46) 


-on déduit, compte tenu des égalités (2.3.45), les conclusions don- 
aées plus haut sur l’ordre de la dérive du gyroscope. Les fonctions 
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æ(t) et B(t) obtenues par intégration des équations (2.3.44) sont 
des fonctions harmoniques de période 2x/l' cos æ et d'amplitude 
(ai + pi). 

En faisant usage des équations (2.3.39) après avoir précisé leurs 
seconds membres, on peut également tenir compte de la dérive 
du gyroscope provoquée par le frottement dans les axes de sa sus- 
pension. 


$ 4. Pendule gyroscopique imperturbable 


Au chap. !, $ 2, nous avons montré que les paramètres d'un 
pendule composé et les conditions initiales de son mouvement 
peuvent être choisis de telle sorte que la droite joignant le point 
de suspension de ce pendule et 
son centre de gravité passe cons- 
tamment par le centre de la 
Terre supposée sphérique à répar- 
tition radiale de la densité. Le 
déplacement du point de suspen- 
sion du pendule peut être, dans 
ce cas, absolument quelconque. 
Conformément à la théorie de 
précession des gyroscopes. l'élé- 
ment sensible d'un gyrohorizon- 
compas de Geckeler que l’on 
appelle encore compas gyrosco- 
pique spatial, jouit, on le mon- 
trera plus loin au $ 6 du présent 
chapitre. exactement de la même 
propriété. Il faut seulement 
choisir. de façon convenable, les Fig. 63 
<onditions initiales de son mouve- 
ment. Le moment cinétique propre total de l'élément sensible d'un 
tel compas est dans ce cas constamment perpendiculaire à la direc- 
tion de la vitesse v de mouvement du point de suspension par rapport 
à une sphère immobile S ayant le mème centre et le même rayon 
R que la Terre (fig. 63); la valeur de la vitesse v mentionnée est 
liée par une relation trigonométrique simple (2.6.36) à l’angle 
26 = 2e formé entre les axes de rotation propre des gyroscopes. 

Les propriétés physiques sus-indiquées du pendule composé et 
du compas gyroscopique spatial ne se manifestent, bien entendu, 
que lorsqu'il n'y a pas de frottement dans le dispositif de leur sus- 
pension et, dans le cas du compas gyroscopique, encore dans les 
axes des boitiers des gyroscopes. 

Au cours du présent paragraphe, nous allons montrer qu'un 
pendule gyroscopique à point de suspension mobile, se déplaçant 
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de façon arbitraire sur la sphère terrestre. possède des propriétés 
semblables si certaines conditions sont réalisées. Pour l’étude du 
comportement d'un tel pendule il est commode de considérer le 
mouvement de son point de suspension par rapport à la sphère immo- 
bile S déjà mentionnée et le mouvement du pendule gyroscopique 
lui-même par rapport à un système de coordonnées E*n*&* ayant 
son origine au point de suspension du pendule et animé d’un mouve- 
ment de translation. Ceci permet, de même que dans le cas du pendule 
composé, de simplifier fortement l'établissement des équations du 
mouvement et la prise en compte des forces d'inertie d'Euler 
(v. chap. I, $ 1). En même temps, le caractère de la résolution 
du problème devient plus clair parce qu’on n’a pas à tenir compte 
de la rotation de la Terre. L'étude, qui suit, se fait en partant des 
équations de la théorie de précession des gyroscopes exposée au 
cours de deux paragraphes précédents. 

En considérant le problème de mouvement d’un pendule gyrosco- 
pique à point de suspension mobile, nous supposerons nulles les 
forces de frottement dans les axes de sa suspension à la cardan, 
ainsi que les forces qui tendent à faire tourner l'anneau intérieur 
(boîtier) par rapport à l’anneau extérieur. Ainsi, dans les équations 
(2.3.11) du paragraphe précédent il convient de poser 


K,,=0, L,=0. (2.4.1) 


Si, de plus, on considère que le rotor tourne à une vitesse angulaire 
constante dans un boîtier fermé, il est naturel de supposer que 


m., = 0, M... = (0. (2.4.2) 


Enfin, admettons que les forces extérieures appliquées à l'anneau 
de cardan extérieur développent le moment résultant nul autour 
de l’axe x, (£) de cet anneau et que les forces appliquées à l’anneau 
intérieur ne créent pas de moment autour de l’axe z, (z), c'est-à-dire 


k=0, L,=0. (2.4.3) 


À cet effet, il suffit en règle générale que l'anneau de cardan exté- 
rieur soit équilibré et que le centre de gravité de l'anneau intérieur 
se situe sur l'axe 2, (z), c'est-à-dire sur l’axe de rotation propre du 
rotor de gyroscope. 
Avec les hypothèses adoptées, les équations (2.3.11) prennent 
une forme beaucoup plus simple suivante: 
OH =1l,,+m,,, 
— 0}, H =. Lys 5 My, 


(2.4.4) 


où A est une constante. 
Pour la suite de cette analyse, il est essentiel de noter que la 
forme de ces équations se conserve dans un système de coordonnées 
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z'y'z' quelconque si l’origine de ce système est placée au centre de 
la suspension à la cardan et son axe z° coïncide avec l'axe 2, (z) 
du système z,ÿ2, rigidement lié à l'anneau de cardan intérieur 
(boîtier). En effet (fig. 64). les projections w,, w,: et w:. de la 
vitesse angulaire w’ d’un tel système z’y’z' sur ses propres axes 
sont liées aux projections w:,, 
et w:, de la vitesse angulaire w! 
du système de coordonnées z,y;z;, 
sur ses axes par les relations 


&, — &}, COS Ô + wy, Sin Ô, 
© = —0x, Sin Ô+uw,,cosô, (2.4.5) 


dô 
, l 


Ici ô est l'angle des axes z’ et z;; of Z 
pour Ô >> 0 le système de coordon- 
nées z’y’z est tourné en sens Fig. 64 


inverse des aiguilles d’une montre 
par rapport au système Zÿ:2, la rotation étant observée du côté 
de la partie positive de l’axe z, (z'). 

Introduisons dans les deux premières relations (2.4.5) les valeurs 
de w%, et w}, tirées des égalités (2.4.4). En remarquant que les 
expressions 


(Le, + ms) cos Ô+(L,, + m,,.) sin Ô = L,:+m., 
dE (Le + Mx;) sin Ô NS (lus a My) cos Ô — Ly aa my" 


représentent les sommes des moments, par rapport aux axes x’ et y”, 
des forces appliquées à l'anneau intérieur et au rotor de gyroscope, 
on obtient les équations !) 


Ca 


(2.4.6) 


@,eH = | 
. 7 (2.4.7) 
— Oxo A — lye + Myee 
Passons maintenant à la question principale, c’est-à-dire à l’étude 
du comportement d'un pendule gyroscopique dont le point de suspen- 
sion se déplace de façon quelconque sur la surface de la Terre et 
donc sur la surface de la sphère non tournante S. A cet effet, établis- 
sons tout d’abord les équations différentielles du mouvement de 
l’axe du gyropendule par rapport au système de coordonnées en 
mouvement de translation E*n*£* dont les axes ne changent pas 


1) Les équations (2.4.7) peuvent, bien entendu, s'obtenir sans procéder 
aux calculs indiqués si l’on remarque que d’après les relations (2.4.4) le vecteur 
de composantes w! et w}, est perpendiculaire au vecteur de composantes !,, + 


+m. el, + m,, et que les modules de ces vecteurs sont proportionnels. 
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d'orientation par rapport aux étoiles fixes. Quant au centre de la 
sphère S, il est considéré comme « absolument fixe ». 

Les équations (2.4.7) ne font intervenir que les forces extérieures 
appliquées à l’anneau de cardan intérieur (boîtier) et au rotor de 
gyroscope. Suivant les lois de la mécanique du mouvement relatif, 
le système des forces exercées sur l'anneau intérieur (boîtier) et 
sur le rotor doit contenir, en plus des forces de gravitation, encore 
les forces d'inertie d'entraînement et les forces d'inertie de Coriolis, 
dues au mouvement du système de référence E*n*£&* (c'est-à-dire: 
les forces d'inertie d’'Euler, v. $ 1 du chapitre précédent). Or, 
les forces d'inertie de Coriolis sont nulles parce que le système 
E*n*£* se meut en translation. Les forces d'inertie d'entrainement 
élémentaires qui sont pour la même raison parallèles se réduisent 
à une force unique P. Cette dernière passe par le centre de gravité 
commun de l’anneau intérieur (boîtier) et du rotor de gyroscope et 
est dirigée dans le sens opposé à l'accélération absolue de l’origine 
du système E*n*£@*, c'est-à-dire du centre de la suspension à la 
cardan. 

Désignons par w,., uw, et w. les projections sur les axes x”, y” 
et z’ du vecteur accélération du centre de la suspension du gyroscope 
et notons m la masse totale de l’anneau intérieur (boîtier) et du rotor. 
Suivant les théorèmes de la mécanique du mouvement relatif, 
exposés au $ 1 du Thapitre précédent, les projections sur les mêmes 
axes de la résultante cherchée des forces d'inertie d’entraînement. 
« appliquées » aux masses élémentaires de l’anneau intérieur (buiîtier) 
et du rotor sont définies par les formules 


P;=—me,, P, =—-mw,, P, =—muw.,.. 2.48) 


Admettons que les forces de gravitation exercées par la Terre 
sur les éléments du système « anneau intérieur — rotor » se ramènent 
à une seule force F dirigée vers le centre de la Terre et passant par 
leur centre de gravité commun. Posons que ce dernier se situe dans 
la partie négative de l'axe z° (z) (c’est-à-dire sur l’axe du rotor} 
à une distance a de l’origine des coordonnées. Suivant les formules 
bien connues de la statique (v. aussi fig. 65) on a alors 


le +me=a(P,+r, ), 
l, +m, = —a(P, + Fe). 
Dans ces formules F, et F,, désignent les projections de la force F 
sur les axes zx’ et y. 
En introduisant les seconds membres des formules (2.4.9) dans 


les égalités (2.4.7), on obtient les équations initiales du mouvement 
du pendule gyroscopique : 


Or =a(P,e : F,s), 
@yeH = (Pye + Fysi. 


(2.4.9) 


(2.410) 
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D'après ce qui précède, ces équations sont valables queljque soit 
le système de coordonnées z’y’z’ ayant son origine au centre de la 
suspension à la cardan et son axe z° dirigé suivant l’axe z du rotor. 
Ceci étant, doivent être nulles les forces de frottement dans les: 
axes de la suspension et les forces qui tendent à faire tourner l’an-- 
peau extérieur par rapport au 
support, c'est-à-dire doivent être 
satisfaites les conditions (2.4.1), 
ainsi que les conditions (2.4.2) 
et (2.4.3) concernant les autres 
forces exercées sur le système 
mécanique « anneau extérieur — 
anneau intérieur — rotor », c'est- 
a-dire sur le gyroscope suspendu 
à la cardan. 

Introduisons un trièdre 2°y°z° 
connu sous le nom de trièdre 
naturel de Darboux (cas particu- 
lier du trièdre de Darboux utilisé 
au chap. I, $ 2), de sommet au 
centre de la suspension à la 
cardan, dont l’arête z° est nor- EE. 
male à la sphère S et l'arête Pr*Fz 74 
z° est dirigée suivant le vecteur Fig. 65 
vitesse v du centre de la suspen- 
sion (par là même la position du trièdre est définie de façon univo- 
que). Îl n’est pas difficile de se convaincre en utilisant les formules: 
(1.2.11) du chap. 1, $ 2 (v. aussi fig. 63) que les projections de la 
vitesse angulaire w° du trièdre z°y°z° par rapport au système de- 
coordonnées E*n*£* (ou, ce qui revient au même, par rapport à la 
sphère non tournante $) sur ses arêtes 2° et y° sont définies par 
les égalités 


w,=0, &,=—-, (2.4.11). 


À cet effet, il suffit de poser dans les formules (1.2.11) v, = v et 
v, — 0, ainsi que p — w°. et q — w.. Pour ce qui est de la projec- 
tion w°”. de la vitesse angulaire mentionnée sur l’arête z°, elle dépend 


de la courbure géodésique de la courbe que décrit sur la sphere S 
le point de suspension du pendule gyroscopique, ainsi que du module. 
de la vitesse v avec laquelle ce point se déplace sur sa trajectoire. 
La relation correspondante est de la forme 
lv 

= Px (2.4.12). 
Ici p, est le rayon de courbure géodésique de la courbe sphérique 
au point où se trouve à l'instant considéré le point de suspension. 
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Si l'on introduit la désignation 
&, =0, (2.4.13) 
les projections de l'accélération du sommet du trièdre z°y°z sur 
ses arêtes z°, y° et z° seront exprimées, conformément aux formules 
générales (1.2.13) du chap. I, $ 2, par 
dv DJ 2 
Mio rs Woo =, Woo —+— (2.4.14) 
Pour s’en assurer, il suffit de remplacer dans les formules (1.2.13) 
des désignations des axes z, y, z par z°, y°, z° et de poser, compte 


Æ 
y" 
ÿ 


d 


Fig. 66 


tenu des égalités (2.4.11) et (2.4.13), p = ©°. = 0, q = Oo = v/R, 


T = Qi = O. 

Le choix des directions des axes z’ et y’ du système x’y’z" intro- 
duit plus haut étant arbitraire, l’axe x’ de ce système peut être 
dirigé (fig. 66) de telle sorte qu’il se situe dans le plan z’x° contenant 
l'axe z (z') du rotor et l’arête x° du trièdre naturel de Darboux. 
Comme il a été indiqué précédemment, cette arête est le support 
du vecteur vitesse du point de suspension du pendule gyroscopique 
(fig. 66). De ce fait, l'axe y” qui est perpendiculaire à l’arête z° 
(parce que l’arête x°, l’axe x’ et l’axe =’ appartiennent à un même 
plan) sera contenu dans le plan y°2°. 

Désignons par B l’angle formé entre l’axe z’ et l’arête x° et par 
l'angle que l’axe y’ fait avec l’arête y°. La vitesse angulaire (relative) 
du système de”’coordonnées x’y’z’ par rapport au trièdre z°y°z° est 
égale à la somme géométrique de la vitesse angulaire relative da/dt 
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dirigée suivant l'arète xz° et de la vitesse angulaire relative dB/dt 
orientée suivant l'axe y. 

Il n’est pas difficile de construire la table des cosinus des angles 
que forment les axes du système z'y'z avec les arêtes du trièdre 
z°y°29. Elle est de la forme 


2 y° PAU 
z' cosf sinasinf —cosasinf$ 
y’ 0 cos & sin & (2.4.15) 
z' sinf —sinacosf cos a cos f. 


Pour construire cette table, il s'avère utile d'introduire un système 
de coordonnées auxiliaire x”y”z” (fig. 66) dont l’axe x” coïncide 
avec l'arète z° du trièdre naturel de Darboux et l'axe y” avec l'axe 
y" du système z’y'z" (comme il a été indiqué plus haut, l’arète 2° 
est perpendiculaire à l'axe y’). Aux valeurs positives de l’angle «& 
correspond la rotation du système de coordonnées auxiliaire r”y”z” 
en sens inverse des aiguilles d’une montre autour de l’arête x° ou, 
ce qui revient au même, autour de l’axe x”. la rotation étant observée 
de la partie positive de ce dernier axe. Pour B > 0, le système 
de coordonnées x’y’z" est tourné d'une manière analogue par rapport 
au système auxiliaire x”y”z” autour de l’axe y’ confondu avec l'axe y”. 
Ainsi, les vitesses angulaires relatives dB/dt et da/dt mentionnées 
plus haut représentent respectivement les vitesses angulaires du 
système z'y’z' par rapport au système xz'y'z" et de ce dernier par 
rapport au système 2°y°20. 

En utilisant la table (2.4.15) et en tenant compte des formu- 
les (2.4.11), (2.4.13) et des remarques faites sur les directions des 
vitesses angulaires relatives da/dt et df/dt, nous obtenons les for- 
mules suivantes 


= sin sin Bf— 6 cos a sinf+ —— cosf 

, He d 
= COS & + @ Sin a+, (2.4.16) 
Or — — + sin a cosfi+ & cos a cosf+ = sin $. 


Ici, wz, wy et w,; sont, comme précédemment, les projections 
sur les axes x’, y’ et z’ de la vitesse angulaire ©’ du système de 
coordonnées z’y'z" par rapport à la sphère non tournante S. 
Ainsi que nous l’avons vu plus haut, la ligne d’action de la 
force de gravitation F passe par le centre de gravité commun du 
rotor et de l’anneau intérieur et par le centre de la Terre (confondu 


avec le centre de la sphère S). La distance a entre ce centre de gravité 
8—01247 
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et le point de suspension du pendule gyroscopique étant infiniment 
petite devant le ravon À de la Terre. on peut admettre avec une 
grande précision que la force F et l’axe z° sont parallèles et de 
sens contraires. Maintenant. compte tenu de la table (2.4.15), on 
obtient les formules suivantes: 


Fr = F cos a sin f, 
F,,= —Fsina, (2.4.17} 
Fe -— — Fcosacosf 


qui donnent les projections de la force de gravitation F sur les axes 
du système de coordonnées x’y'z'. 

En faisant usage de la même table (2.4.15)et des formules (2.4.14), 
on obtient pour les projections du vecteur accélération du centre 
de la suspension sur les axes du système de coordonnées z'y'z" les 


expressions suivantes : 


dv ; L® : 
We = 7 COS B + wv sin @& sin f + -F COS a sin B, 


LS a 
— 


(2 ë 
Wyr = QU COS —— Sin &, (2.4.18) 


dv . = L* 
We = — Sin — wv sin a cos f — — cos a cos f. 

Puis, en utilisant les formules (2.4.8), on trouve les projections 
sur les mêmes axes de la résultante P des forces d'inertie d’entraîne- 
ment. [Introduisons ces projections, de mème que les expressions 
(2.4.17) dans les seconds membres des équations (2.4.10). Remplaçons 
dans les premiers membres de ces équations les quantités w;- et 
© par leurs expressions (2.4.16). On obtient ainsi un système 
de deux équations différentielles permettant de déterminer les fonc- 
tions inconnues du temps 4 = «à (t) et B — B (t) qui définissent la 
position de l’axe z° (z) du rotor de gyropendule par rapport au trièdre 
naturel de Darboux x°y°2°: 


(+ sinasinf—wcosa sinp+ + cosf) H = 
= [(r- 


(Fcosa+wsina+Ÿ) H = a [-(r-) sin @ — muv cus a |. 


a 
La 


(4 


m 
R 


] cos a sin B—m (SF cosB+uvsina sinp) |, 


dt 
(2.4.19) 


Les équations (2.4.19) contiennent les fonctions du temps 


v=vl(t), ©—=0 (t), (2.4.20) 
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qu'il convient de considérer comme connues. En effet, si le mouve- 
ment du point de suspension du gyropendule sur la sphère S est 
donné, le mouvement du trièdre naturel de Darboux devient par 
là même connu et les fonctions (2.4.20) s'avèrent entièrement définies. 

Les relations (2.4.19) constituent les équations initiales de pré- 
cession du mouvement de l'axe z” (z) du rotor de pendule æyroscopique. 
Elles sont valables si les conditions (2.4.1) à (2.4.3) sont satisfaites. 


Leur résolution pour des fonctions arbitraires données v (t) et w (£) 
et des valeurs finies (c'est-à-dire non infiniment petites) des angles 
cherchés & et B se heurte à des difficultés considérables. Le problème 
se simplifie, si, en tenant compte du faible écart de l’axe z° (z) 
de la verticale, on ne garde dans les équations (2.4.19) que les termes 
du premier ordre dans les développements des fonctions trigonomé- 
triques suivant les puissances des variables &« et f. Les équations 
différentielles 


du n a mu am dr 

—[o+ H (F- R }] — — H d&° 

dB AC mL° am + v (2.3.21) 
i 

tft (re) le = Ro 


qui en résultent sont des équations linéaires à coefficients variables, 
Comme il sera montré plus loin, elles peuvent s'intégrer par des 
quadratures. 

Commençons par effectuer dans les équations (2.4.21) une substi- 
tution 


= — + U + Ÿ. (2.4.22) 
Il en résulte le système d'équations suivant 
D — p(t)B=0,. 
(2.4.23) 


LE p(t)B=q(t), 
dans lequel 
pthh=o+(r-T—), 
se [HE (F5) Je 


En effectuant sur les équations (2.4.23) l'opération de « compres- 
sion » (v. $ { du présent chapitre), on obtient une seule équation 


SE +ip(t)x=iq(t) (24.25) 


dans laquelle  (t) est une fonction du temps à valeurs complexes 
inconnue. Elle est liée aux fonctions cherchées 8(f) et B(t) par 
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la relation 
X (4) = 8 (€) + ip (£). (2.4.26) 
La solution générale de l'équation (2.4.25) est de la forme: 
1 
x ()=C exp | —i | pat ]+ 
U 
L4 


+] [a (6) exp (i | p(#)dt) | dt}exp| — 


0 


ar LS 


p(t) dt |. (2.4.27) 


) 


La constante complexe arbitraire C qui figure dans la solution 
(2.4.27) se détermine par la position initiale de l’axe du gyropendule 
et par la valeur initiale de la vitesse de son point de suspension 
par rapport à la sphère S. En effet, compte tenu des relations (2.4.26) 
et (2.4.22), on tire de la formule (2.4.27) 


C=x(0)=8(0)+iB(0)=x(0)+iB(0)+Tv(0). (2.428) 


C'est le cas de 
g()= 0, (2.4.29) 


qui présente un intérêt particulier. En effet, l'expression de la fonc- 
tion complexe x (t) se simplifie alors fortement et le comportement 
du pendule gyroscopique devient particulièrement simple. Suivant 
la deuxième égalité (2.4.24), ce cas se présente si les paramètres 
a, m, H sont convenablement choisis et la vitesse v du mouve- 
ment du point de suspension du ’gyropendule sur la sphère S est 
constante. 

Remarquons que si la vitesse de mouvement du point de suspen- 
sion par rapport à la Terre est petite devant, par exemple, la vitesse 
circonférentielle des points d’'équateur, on peut poser avec une cer- 
taine approximation que 


Fe œ mg =const, (2.4.30) 
où g est l'accélération de la pesanteur. 
La condition (2.4.29) se réduit en vertu de l'égalité approchée 
(2.4.30) et de la deuxième égalité (2.4.24) à la condition de Schiüler 
pour le pendule gyroscopique, bien connue, 


ME) Een, (2.4.31) 


dans laquelle la vitesse v ne figure pas. Ici », est la pulsation de 
Schüler. | 
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Supposons que l'identité (2.4.29) est réalisée et que de plus les 
conditions initiales du mouvement sont telles que 


$ (0) —0, B(0) = 0. (2.4.32) 


Alors, suivant la formule (2.4.27) et l'égalité (2.4.28), on a pour 
un { quelconque 


4 (t) = 0. (2.4.33) 
Il en résulte, en vertu de l'égalité (2.4.26), les identités 
D ()=0, B(i)= 0. (2.4.34) 


La deuxième identité (2.4.34) permet de conclure (fig. 66 et 67) 
que dans le cas considéré l’axe z’ du système de coordonnées x'y'z 
et l’arète x° du trièdre de Darboux z°y°z° sont constamment con- 
fondus. Le vecteur vitesse du 
sommet du trièdre x°y°z° (ou, ce 
qui revient au même, du point de 
suspension du pendule gyrosco- 
pique) par rapport à la sphère S 
est dirigé suivant l'arète x°. fl 
s'ensuit que l’axe 5” (z) (axe du 
rotor de gyroscope) se trouve dans 
le plan y°z° perpendiculaire à la 
vitesse v. 

Suivant la premiere identité 
(2.4.34) et l'égalité (2.4.22). on 
a pour les mêmes conditions 
initiales (2.4.32) la relation sui- 
vante, valable pour tout instant f : 


a=—"#v(t). (2.4.35) 


Elle signifie que l’axe z (z’) de Fig. 67 
rotation propre du rotor s’écarte 
de l’arête 2°, c’est-à-dire de la verticale géocentrique (prolongement 
du rayon de la Terre mené par le point de suspension du pendule 
gyroscopique) dans le sens de la partie positive de l’axe!y° (v. fig. 67). 
Il apparaît que cet écart est proportionnel à la vitesse v du point 
de suspension par rapport à la sphère S. Cette propriété dont jouit 
l'axe du rotor se conserve quel que soit le mouvement du point 
de suspension sur la sphère S (et par conséquent, sur la surface ter- 
restre). On s'explique ainsi le nom de « pendule imperturbable » 
que l’on donne quelquefois au pendule gyroscopique dont les para- 
mètres satisfont à la condition (2.4.31) et qui est appelé le plus 
souvent pendule gyroscopique dek Schüler. 

Lorsque la vitesse v du point de suspension par rapport à la 
sphère S est connue en grandeur et en direction, la verticale géocen- 
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trique à bord d'un mobile, porteur du pendule gyroscopique. peut 
être construite assez facilement. C'est le cas, par exemple. d'un 
phare flottant, où la vitesse v est égale à la vitesse circonférentielle 
des points situés sur le parallèle correspondant de la Terre et est 
dirigée vers l’est. 

Si le pendule gyroscopique est monté à bord d’un navire, la 
construction de la verticale exige que l’on connaisse, en plus de la 
position et du cap du navire. encore sa vitesse par rapport à la 
Terre. On sait que cette vitesse se mesure à l’aide d’un loch mais 
à la vitesse du courant près. 

Considérons le cas où l'égalité (2.4.31) est vérifiée et donc g (t) = 
= 0. mais les conditions initiales (2.4.32) du mouvement de l'axe 
du rotor de pendule gyroscopique ne sont pas satisfaites. Dans ce 
cas. suivant la formule (2.4.27)., l'axe z° (z) du rotor sera animé, 
par rapport au triédre naturel de Darboux, d'un mouvement conique 
à une vitesse angulaire de parcours !) — p (t). autour d’une droite 
qui fait avec les faces r°z° et y°z° les angles respectifs 


a=———10. fB—0. (2.4.36) 


Compte tenu de l'égalité approchée (2.4.30), on peut représenter, 
dans le cas considéré. la quantité p (t) d’après la première for- 
mule (2.4.24), sous la forme suivante: | 


pt)=0{(t)+n.. (2.4.37) 


Supposons que le trièdre naturel de Darboux zr°y°z° et donc 
le point de suspension du pendule gyroscopique soient immobiles 
par rapport à la Terre. La quantité —p (t) représentera alors la 
vitesse angulaire apparente (c'est-à-dire par rapport à la Terre) 
du parcours de l’axe du rotor de pendule gyroscopique autour de 
la droite dont la position est déterminée par les angles (2.4.36). 


La droite est écartée de la verticale géométrique, c'est-à-dire de 


l'arète 2°, exactement vers le nord. La valeur de w à la latitude œ 
est égale à la projection verticale LU sin de la vitesse angulaire 
U de la Terre. Dans ce cas particulier, la vitesse v du point de suspen- 
sion par rapport à la sphère S est égale à RU cos q et est orientée, 
de même que l'arête r°, vers l’est, suivant la tangente au parallèle 
terrestre (v. $ 6 du présent chapitre). 


l) Par vitesse angulaire de parcours, il convient d'entendre ici la com- 
posante, le long de la droite indiquée, du vecteur vitesse angulaire d’un corps 
imaginaire enfoncé sur cette droite comme sur un axe et entrainé par l’axe 
z’ (:) jouant en quelque sorte le rôle de « guide ». Notons que pour y = 0 l'angle 
formé par la droite (2.4.36) avec l’axe =” (2) reste constant en vertu de la for- 
mule (2.4.27). On peut donc considérer que l'axe =’ (:) est invariablement lié 
au corps imaginaire. 
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De ce qui précède nous pouvons conclure que pour la construction 
réelle de la verticale géocentrique (de la perpendiculaire à la sphère S) 
il est nécessaire de connaître à chaque instant non seulement la 
direction de l'axe du pendule gyroscopique de Schüler mais égale- 


ment la valeur et la direction de la vitesse v du point de suspension 
du pendule par rapport à la sphère S. Pourtant, il se trouve que 
la verticale géocentrique peut se construire sans avoir recours à des 
renseignements préliminaires sur la valeur et la direction de la 


vitesse r. À cet effet, il est nécessaire de disposer de deux pendules 
gyroscopiques dont les gyroscopes tournent dans des sens opposés. 
Alors, si les conditions initiales correspondantes et la condition 
(2.4.31) sont réalisées, l'axe de l'un des gyroscopes sera écarté de 
la verticale géocentrique d'un angle défini par la formule (2.4.36). 
et l'axe de l’autre le sera de l'angle égal en grandeur mais de signe 
opposé. D'après ce qui précède, les deux axes seront ‘situés dans 
un plan perpendiculaire au vecteur vitesse v. Par suite, la bissectrice 
de l’angle formé entre les axes des rotors sera dirigée suivant la 
verticale géocentrique, et l’angle, lui, représentera à une certaine 
échelle la valeur de la vitesse v. Ün tel dispositif à deux gyroscopes 
jouit des mêmes propriétés que le gyrohorizon-compas de Geckeler 
(v. plus loin $ 6 du présent chapitre). En effet. lorsque le point de 
suspension se meut suivant un parallèle de la Terre. le plan conte- 
nant les axes des deux rolors se confond avec le plan méridien. 
On montre que pour un autre mouvement quelconque du point 
de suspension ce plan s'écarte du plan méridien d'un angle égal 
à la déviation de vitesse classique d'un compas gyroscopique (v. de 
nouveau $ 6 du présent chapitre). 

Les conclusions faites ci-dessus sont tirées de l'étude des équations 
différentielles linéaires (2.4.23) et ne sont donc valables qu avec 
une certaine approximation. pourtant suffisante pour la pratique. 
C'est ce qui distingue le pendule gyroscopique de Schüler du gyroho- 
rizon-compas spatial de Geckeler dont les propriétés analogues sont 
réalisées en principe de façon exacte. 


$ 5. Systèmes gyroscopiques complexes 


La méthode que l’on applique de préférence lors de l'étude des 
dispositifs gyroscopiques complexes. pour établir les équations de 
leur mouvement est la seconde méthode de Lagrange !). Tout en 
rendant justice à cette méthode, qui conduit au but en quelque 
sorte automatiquement, il est impossible de ne pas reconnaitre 


qu'elle comporte des calculs très encombrants qui cachent parfois 


1) Voir plus loin chap. III, $ 1, où, à l’aide de la seconde méthode de 
Lagrange, sont établies les équations différentielles complètes (de nutation) 
du mouvement du gyroscope suspendu à la cardan. 
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le sens cinématique des équations obtenues. Or. si l’on a une cer- 
taine habitude, les équations du mouvement des dispositifs gyrosco- 
piques complexes peuvent s’obtenir beaucoup plus simplement par 
application répétée du théorème du moment cinétique à l’ensemble 
mécanique entier représenté par le dispositif considéré et à ses parties 
constitutives. La description de la méthode correspondante, sur 
l'exemple d’étude d’un stabilisateur gyroscopique concret, constitue 
le contenu principal du présent paragraphe. Un autre exemple de 
dispositif gyroscopique complexe est fourni par l'élément sensible 
d’un gyrohorizon-compas dont la théorie est développée au cours 
du paragraphe suivant. 

Le mouvement des dispositifs gyroscopiques (v. $ { du présent 
chapitre) se ramène. après un certain phénomène transitoire, à un 
changement lent de l'orientation des axes de rotation propre des 
gyroscopes par rapport aux étoiles fixes. Un tel mouvement est 
généralement appelé mouvement de précession. Comme il a été 
indiqué à la fin du $ 2 du présent chapitre, en étudiant le mouve- 
ment de précession on peut ne pas tenir compte des moments ciné- 
tiques des éléments de suspension du dispositif gyroscopique et des 
boîtiers de ses gyroscopes, ainsi que des composantes équatoriales des 
moments cinétiques des rotors des gyroscopes ; il en est de même 
pour les moments cinétiques des rotors des moteurs auxiliaires et 
des détecteurs d'angles. Quant aux composantes dirigées suivant 
l'axe de rotation propre du gyroscope correspondant (que l’on appelle 
composantes polaires), chacune d'elles peut être posée égale au 
produit du moment d'inertie axial (polaire) du rotor de gyroscope 
par sa vitesse angulaire par rapport à son boîtier. 

Ces hypothèses simplificatrices conduisent à une théorie dite 
de précession (ou encore élémentaire ou simplifiée) des phénomènes 
gyroscopiques (v. $ 2 du présent chapitre). Avec ces hypothèses, 
les équations qui décrivent le mouvement d'un dispositif gyrosco- 
pique prennent une forme beaucoup plus simple. En particulier, leur 
ordre se trouve réduit. En même temps, la précision des résultats 
des études obtenus dans le cadre de la théorie de précession des 
gyroscopes se révèle parfaitement suffisante, sauf dans des cas parti- 
culiers où on est amené à tenir compte de l'influence due à l’inertie 
des anneaux de cardan. Quant à l'étude des phénomènes transi- 
toires intervenant dans les dispositifs gyroscopiques, étude qui s’im- 
pose par exemple lorsqu'on cherche à établir les conditions de stabi- 
lité du mouvement, elle ne peut être réalisée qu'en tenant compte 
des moments cinétiques de toutes les parties du dispositif ; les équa- 
tions de la théorie de précession sont dans ce cas inapplicables ?) 


1) Voir plus loin chap. III, $ 5, où sont étudiées les conditions de stabilité 
d’un stabilisateur gyroscopique à un axe, ainsi que le $ 6 du même chapitre 
où l’on compare les conditions de stabilité des stabilisateurs à deux axes et 


* 


a un axe. 
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En utilisant le théorème du moment cinétique pour établir les 
équations différentielles du mouvement d’un dispositif gyroscopique, 
il convient avant tout de préciser la composition de l’ensemble méca- 
nique dont on étudie la dérivée du vecteur moment cinétique. Dans 
ces conditions, le moment cinétique et sa dérivée doivent ètre rap- 
portés à un système de coordonnées en mouvement de translation, 
c'est-à-dire non tournant, qui doit être nettement défini. Par la 
suite, ce système sera appelé système de référence et désigné par 
E*n*C*. C'est précisément par rapport à ce système que doivent 
être calculées les forces d'inertie d' Euler « agissant » sur l'ensemble 
mécanique considéré. Comme le système de référence n'est animé 
que d’un mouvement de translation (v. chap. I, $ 1), les forces 
d'inertie d Euler ne sont représentées dans ce cas que par les forces 
d'inertie d'entrainement possédant une résultante. La ligne d'action 
de cette dernière passe par le centre de gravité de l’ensemble mécanique. 
Cette résultante est orientée dans le sens opposé à l'accélération 
de l’origine du système E*n* £*, laquelle est rapportée à un système 
non tournant E‘n°& d’origine au centre de la Terre, qui peut être 
considéré comme une sorte de système « absolu » (v. chap. I. fin du 
$ 1). En grandeur. la résultante est égale au produit de la masse 
de l'ensemble mécanique considéré par l'accélération du système 
de référence E*n*£* que nous venons de mentionner. 

Pour système de référence on peut prendre, dans le cas général, 
un système de coordonnées En arbitraire, non nécessairement en 
mouvement de translation. Pourtant, si le système de référence 
En & tourne par rapport au système de coordonnées « absolu » E*n°£”, 
la prise en compte des forces d'inertie devient plus difficile à réaliser. 
Dans ce cas les forces d'inertie de Coriolis ne seront pas nulles et 
on devra les faire entrer en ligne de compte dans les équations du 
mouvement de l’ensemble mécanique rapporté au système de coor- 
données En. 

Soit E*n*£* un système de coordonnées choisi comme celui 
de référence et soit G le moment cinétique de l’ensemble mécanique 
considéré par rapport à ce système. Ce dernier est en mouvement 
de translation. Par suite, en vertu du théorème du moment ciné- 
tique, on a les relations 


46 
dt 


dGe. 
dt 


= Ms. (2.5.1) 


— Mas, 


Les premiers membres de ces relations sont les dérivées par rapport 


au temps des projections du vecteur moment cinétique G respective- 
ment sur les axes E*, n* et C*. alors que leurs seconds membres 
représentent les sommes des moments, par rapport aux mêmes 
axes, de toutes les forces extérieures et ‘les moments des for:es 
d'inertie d'entraînement. 
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Les relations (2.5.1) ne sont pas toujours commodes pour les 
applications parce que les équations obtenues sont très encombrantes. 
Bien souvent, on arrive à simplifier de façon notable les calculs, 
en déterminant les projections de la dérivée du moment cinétique 
sur les axes d'un système de coordonnées mobile, spécialement 
choisi. dont le mouvement est lié d'une manière ou d’une autre 
au mouvement de l'ensemble mécanique étudié. Désignons par 
zyz un de tels systèmes de coordonnées ; nous l’appellerons système 


auxiliaire ou système de calcul. Soit w la vitesse angulaire absolue de 
ce nouveau système. c'est-à-dire sa vitesse angulaire par rapport 
au système de référence non tournant E*n*£ê*. Admettons que les 
origines de ces deux systèmes sont confondues. Les projections, sur 
les axes x, y et z. de la dérivée du vecteur moment cinétique de 
l’ensemble mécanique considéré, en cas de sa variation par rapport 
au système de référence E*n*£*, peuvent être représentées par les 
expressions connues suivantes : 


| dG dG, 
re ae +06: — 0,6, 


dG dG è 
(5), = +0.6, 0,6. (2.5.2) 
dG dG, 
(+). —= Er +o,6, — 0,6. 


où G,, G,, G. sont les projections du vecteur moment cinétique 
sur les mêmes axes et w,. w,, w, les composantes de la vitesse 


angulaire w du système de coordonnées zyz par rapport au système 
de référence E*n*£* ou, ce qui revient au même, par rapport au 
système « absolu ». 

D'après le théorème du moment cinétique, les expressions (2.5.2) 
sont égales respectivement aux sommes des moments. par rapport 
aux axes x, y et z, de toutes les forces extérieures appliquées à l'en- 
semble mécanique considéré, y compris les forces d'inertie d entraîne- 
ment dues au mouvement du système de référence E*n* C* et non 
du système auxiliaire xyz. L'objet du système de coordonnées xyz 
est purement cinématique : le calcul de la dérivée du moment cinétique, 
lors de la variation de celui-ci par rapport au système de référence 
E*n*£*, peut s'avérer plus simple dans ce système que dans le 
système E£*n*£*. En désignant les sommes mentionnées des moments 
de forces extérieures par M,, M, et M:, on obtient les relations 


Gr Lo.G. —w.G.=M (2.5.3) 


dG- 
PT + o,Gy ee OyCx = AT, 
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dont l'ensemble est équivalent aux relations (2.5.1) traduisant le 
théorème du moment cinétique. 

Le système des forces extérieures exercées sur les corps d'un 
ensemble mécanique comprend également les forces de réaction 
inconnues des liaisons de ces corps avec le support (généralement 
mobile) sur lequel ils sont montés. Dans la plupart des cas, les 
dispositifs gyroscopiques sont liés à leur support au moyen de sus- 
pensions à la cardan. Par conséquent, si l'ensemble mécanique de 
corps considéré est constitué par plusieurs éléments d'un dispositif 
gyroscopique donné, par exemple par tout l’ensemble sans anneau 
extérieur ou par un gyroscope avec son boîtier et son rotor, la liaison 
extérieure d’un tel ensemble est constituée. en règle générale, par une 
articulation plate. Dans certains cas, on peut considérer avec une 
certaine approximation que le couple de frottement dans l'articulation 
ne dépend pas des réactions normales des paliers de son axe. Si l'axe 
de l'articulation coïncide avec un des axes du système de coordonnées 
zyz, une des relations (2.5.3) devient l'équation du mouvement du 
dispositif gyroscopique, qui ne contient pas de réactions normales 
inconnues des liaisons. Dans le cas plus général où l'axe de l’articu- 
lation ne coïncide avec aucun des axes x, y et z et le frottement revêt 
le mème caractère, l'équation du mouvement du dispositif gyrosco- 
pique, sans réactions normales, prend la forme 


( 46 0 G G “he ; 
TH TO z 7 W? y) cos (z, Ÿ) + 


dG _. 
EL + 0.6, — w,G:) cos (y. v) + 


dG. NS 
+(<E 0,6, —0,6x) cos (cz. v)—=4f,. (2.5.4) 


MK MS me S 
Ici cos (x. v), cos (y. v), cos (z, v) sont les cosinus des angles faits 
par l’axe v de l’articulation avec les axes x, y et z, et M, est la 
somme des moments, par rapport à l’axe v, du système de forces exté- 
rieures agissant sur l’ensemble mécanique considéré des corps du 
dispositif gyroscopique. Le moment M, comprend également: le 
couple de frottement dans l’axe de l'articulation, le couple moteur 
qui peut être appliqué à cet axe au moyen d'un moteur électrique 
par exemple, et les moments, par rapport à l'axe v, des forces d'inertie 
d'entrainement dues au mouvement de translation du système de 
référence E*n* ci. 
L'équation (2.5.4) résulte de l'égalité évidente 


LS LS PS : 
M,=M,cos(z, v)+M,cos(y, v)+M,;cos(z, v), (2.5.5) 


si l’on y introduit à la place des moments M,, M, et M; les premiers 
membres des relations (2.5.3). 
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Si le couple de frottement dans l'axe de l'articulation dépend 
des réactions normales, l'établissement de l'équation du mouvement 
ne contenant pas ces réactions inconnues devient un problème plus 
difficile à résoudre et exige que l'on utilise toutes les trois relations 
(2.5.3). Remarquons que le 
problème visant à obtenir, 
par la première méthode de 
Lagrange (méthode des mul- 
tiplicateurs), les équations 
du mouvement d’un dispo- 
sitif gyroscopique, lesquel- 
les tiennent compte du 
frottement dépendant des 
valeurs des réactions norma- 
les, est encore assez difficile. 

Jlustrons l'application 
de la méthode exposée ci- 
dessus sur l’exemple d'éta- 
blissement des équations du 
mouvement d'un dispositif 
gyroscopique complexe, à 
savoir d'un stabilisateur à 
trois axes (fig. GS) !). 

Sur un support mobile, 
portant ce dispositif, sont 
fixés les paliers dans les- 
quels tourne l'axe E (x°) de 
l'anneau A de la suspension 
à la cardan de la plate-forme 
P. La plate-forme P peut 
tourner par rapport à l’an- 

Fig. 68 neau de cardan À autour 

de l’axe y” (y) situé dans le 

plan mitan de l’anneau À et faisant un angle droit avec l'axe & (x). 

Sur la plate-forme P sont montés deux gyroscopes I et II dont les 

boîtiers peuvent tourner par rapport à la plate-forme respective- 

ment autour des axes z, et z, perpendiculaires au plan de la plate- 
forme. 

Le corps C à stabiliser, Jui, peut tourner avec le gyroscope III 
par rapport à la plate-forme P autour d'un axe 2: (z”) qui est per- 
pendiculaire au plan de cette plate-forme. L'axe y, du boîtier du 
gyroscope III est parallèle au plan de la plate-forme P. 


1) Un stabilisateur gyroscopique réalisant le schéma exposé ci-dessous, 
a été mis au point en 1957 à Kiev (à l’Académie des sciences de l'Ukraine), 
pour la stabilisation des appareils de mesure à bord des hélicoptères. Un stabili- 
sateur conçu suivant un autre schéma a été décrit au chap. IV, $ 4 du tome I. 
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Introduisons des systèmes de coordonnées directs En£, z’y'z’, 
zyz et x’y”’z" liés respectivement au support mobile, à l'anneau À, 
à la plate-forme P et au corps C à stabiliser. Le système zyz sera 
pris par la suite pour système de calcul. Les axes x” et y” du système 
z'y'z’ se situent dans le plan de l’anneau À ; l'axe x” se confond 
avec l’axe E et constitue l'axe de rotation de l'anneau À par rapport 
au support (fig. 69). L'angle de rotation de l’anneau par rapport 


D 


æ 


GA 


Fig. 69 


au support sera désigné par &. Lorsque & = 0, les axes des systèmes 
de coordonnées zx'y’z' et En& se confondent. Pour & > 0 l'anneau 
est tourné par rapport au support en sens inverse des aiguilles d'une 
montre si la rotation est observée du côté de la partie positive de 
l'axe E (x'). 

Le système de coordonnées xzyz est attaché à la plate-forme P 
(fig. 70). L'axe y de ce système se confond avec l'axe y’. C’est autour 
de cet axe que la plate-forme P tourne par rapport à l'anneau À. 
L'angle de cette rotation sera désigné par B. L'axe x du système xzyz 
se trouve dans le plan de la plate-forme et l'axe z lui est perpendi- 
culaire. Si f = 0. les plans de la plate-forme P et de l’anneau À 
sont confondus, de même que les axes correspondants des systèmes 
de coordonnées zyz et x'y’z’. Lorsque B >> 0, la plate-forme P est 
tournée en sens inverse des aiguilles d'une montre par rapport 
à l'anneau À, la rotation étant observée du côté de la partie positive 
de l'axe y (y'). 

Enfin, associons au corps C le système de coordonnées x”y”z” 
dont l'axe z” est confondu avec l’axe z du système zyz lié à la plate- 
forme P. L'angle de rotation de ces systèmes l’un par rapport à l’autre 
sera’désigné par y (fig. 71). Siy = 0, les axes et x”, ainsi que les axes 
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yet y”. se confondent. Lorsque y >- U, le corps C'est tourné par rapport 
à sa position de départ en sens inverse des aiguilles d’une montre 
si la rotation est observée du côté de la partie positive de l'axe z (z”}. 


Les angles de rotation des boîtiers des gvroscopes Ï et I} par 


rapport à la plate-forme P seront désignés par 6, et 6, (fig. 72). 


Pour 6, = 0, l’axe de rota- 
tion propre du gyroscope I 
est parallèle à l’axe y. De 
même, pour ô, = 0, l'axe de 
rotation propre du gyro- 
scope II est parallèle à l’axe 
x. Pour sens de rotation 
correspondant aux valeurs 
positives des angles 6, et Ô, 
nous adopterons le même 
que celui pris pour l'angle y. 

Enfin, désignons par & 
l'angle formé par l'axe de 
rotation propre du gyroscope 
111 avec le plan de la plate- 
forme (fig. 73). L'angle e 
sera considéré comme posi- 


tif si pour 0e << 1/2 la projection du moment cinétique propre 
du gyroscope III sur l’axe z (z”) est positive. 


Pour assurer une stabilisation continue du corps C, le dispositif 


examiné doit comporter, en plus des gyroscopes, encore des éléments 
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auxiliaires permettant d'appliquer à l'anneau À. à la plate-forme P 
et au corps C des moments dont la grandeur et le sens sont déter- 
minés par les angles 6,. 6, et e. Ces éléments peuvent, en particulier, 
être représentés par les moteurs électriques WE,, ME, et ME, 
(fig. 69, 70, 73). Le boîtier du moteur ME£, est fixé sur le support 
mobile ; ce moteur développe un moment À! de rotation autour 
de l’axe E (x’). appliqué à l’anneau de cardan A. Le moteur est 


Fig. 73 


commandé par un amplificateur dont la tension d entrée est fournie 
par le détecteur D, (fig. 72) monté sur l’axe du boitier du gyro- 
scope I. Le moment développé par le moteur ME, fait précessionner 
le gyroscope ÎÏ dans le sens de diminution de l'angle 6,. Si ce moment 
est suffisamment élevé. on évite ainsi le danger que l'angle 6, atteigne 
la valeur de x,2 pour laquelle la stabilisation se trouve troublée. 
Celle-ci peut être dérangée, en particulier, par la rotation du disposi- 
tif avec le support mobile autour de l'axe z, ou par une autre cause 
(action de la pesanteur, frottement, charges d inertie et de vent, 
etc.). 

Le moteur électrique ME, destiné à appliquer à la plate-forme P 
un moment À], par rapport à l’axe y (y) est monté sur l'anneau de 
cardan À. Îl est commandé à l’aide du détecteur D, qui enregistre 
l’angle de rotation ô., du boîtier du gyroscope II (fig. 72). 

Enfin, le moteur électrique ME, installé sur la plate-forme P 
tend à faire tourner le corps C autour de l'axe z (z”) en développant 
à cet effet un moment dont la grandeur et le sens sont déterminés 
par l'angle e (fig. 73) introduit plus haut. 

Comme il sera montré plus loin, le corps C ne pourra changer 
d'orientation que par suite de l’action des forces appliquées aux 
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boîtiers des gyroscopes I. II et [IT et engendrant des moments par 
rapport à leurs axes. De telles forces peuvent être représentées, 
en particulier. par les forces de frottement dans les paliers de la 
suspension des boîtiers, dont l'action provoque un changement 
de l'orientation donnée du corps C. Pour rétablir l'orientation 
assignée, on produit artificiellement, au moyen d'électro-aimants 
et dans certains cas à l’aide de la force de pesanteur, des moments ) 
par rapport aux axes des boîtiers des gyrroscopes I, II et III, qui 
provoquent une précession des gyroscopes et par suite un mouve- 
ment angulaire du corps C dans le sens voulu. 

Pour établir les équations qui décrivent le comportement de ce 
dispositif gyroscopique complexe, nous allons considérer successive- 
ment six ensembles mécaniques: 

1) l'ensemble du dispositif tout entier, c'est-à-dire comprenant 
l'anneau À, la plate-forme P, le corps C, les trois boîtiers et trois 
rotors des gyroscopes I, IT et III avec des éléments auxiliaires qui 
leur sont cinématiquement liés ; 

2) le même dispositif mais sans l'anneau À ; 

3) le corps C avec le boîtier et le rotor du gyroscope III; 

4) le boîtier et le rotor du gyroscope ]; 

5) le boîtier et le rotor du gyroscope Il: 

6) le boîtier et le rotor du gyroscope III. 

Chacun des ensembles mécaniques des corps énumérés ci-dessus 
est lié à d'autres ensembles, ou au support, par une articulation 
plate. L’angle de rotation du tourillon de chacune de ces articula- 
tions par rapport à son palier constitue une des coordonnées généra- 
lisées du dispositif. C’est ce qui détermine en fait la composition 
des ensembles mécaniques mentionnés. Le moment, par rapport à l’axe 
de l’articulation. des forces extérieures exercées sur un ensemble méca- 
nique correspondant sera considéré comme donne. 


1) Les moments créés par de petits poids supplémentaires peuvent, par 
exemple, amener la plate-forme dans le plan de l'horizon et faire précessionner 
le gyroscope III de telle sorte que le corps € ne tourne pas par rapport à la 
Terre. À cet effet, il convient de placer sur le boîtier du gyroscope III un poids 
convenablement choisi qui produit un moment par rapport à l’axe de son boîtier 
(v. $ 3 du présent chapitre). Pour ramener la plate-forme dans la position 
horizontale, il suffit de fixer des poids supplémentaires sur l’un des côtes des 
boîtiers des gyroscopes I et 11. Lorsque la plate-forme s'incline, les poids sup- 
plémentaires produisent des moments par rapport aux axes des boitiers, en 
provoquant ainsi la précession des gyroscopes I et II. Si le côté pour l'instal- 
lation des poids sur les boîtiers des gyroscopes est choisi correctement et les 
moteurs de stabilisation A/£E, et WE, fonctionnent normalement, la plate- 
forme reprend la position horizontale. Le système de correction que nous venons 
de décrire est dit mécanique. Il est plus simple que le système de correction 
électrique dans lequel les moments à appliquer aux axes des boitiers des gyro- 
scopes Î et II sont obtenus au moyen d'’électro-aimants. La grandeur et le sens 
de ces moments sont déterminés, en correction électrique, par l'écart de pendules 
spéciaux montés sur la plate-forme P. 
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Comme système de référence adoptons pour les trois premiers 
ensembles mécaniques le système de coordonnées E*n*£* ayant 
son origine au centre géométrique de la suspension de tout le disposi- 
tif gyroscopique, c'est-à-dire à l’origine commune des systèmes 
né, z'y'z", æzyz et x”y”z" liés respectivement au support mobile, 
à l’anneau À, à la plate-forme P et au corps C. Pour chacun des 
trois derniers ensembles mécaniques, le système de référence sera 
pris avec une origine située au point d’intersection des axes du 
boîtier et du rotor du gyroscope 
correspondant. 

Comme il a été dit au début 
du présent paragraphe, le système 
de calcul sera dans tous les six 
cas le système de coordonnées zyz 
lié à la plate-forme P. La vitesse 
angulaire absolue de ce système 
ou, ce qui revient au même, de 
la plate-forme P, par rapport au 
système de référence E*n*ê* sera 
désignée comme précédemment par 
w et ses projections sur les axes 
z, y'et z par &,, &w,y et w.. Les 
valeurs des projections w, et o, 
sont déterminées par la précession 
des gyroscopes Î et II et doivent Fig. 74 
donc être petites; quant à la com- 
posante de la vitesse angulaire de la plate-forme P le long de l’axe 
z (z”), c'est-à-dire w., sa valeur est déterminée par le mouvement 
du support sur lequel est monté le stabilisateur étudié. Cela signifie 


que dans le cas général la projection w, peut prendre une valeur 
arbitraire. 


Désignons par M” le moment résultant du système des forces 
extérieures exercées sur le premier des ensembles mécaniques énumé- 
rés ci-dessus. Le moment cinétique de cet ensemble sera désigné 
par G’. Comme cela a été dit plus haut, d’après la théorie de préces- 
sion des gyroscopes ce moment cinétique doit être égal à la somme 


géométrique des seuls moments cinétiques propres des gyroscopes I, 
II et III. 


Les projections du moment cinétique G’ sur les axes du système 
de calcul xyz sont données par les expressions 


27" 


Gx = H (— sin 6, + cos ô, + cos y cos &), 
Gy = H (cos 6, + sin 6, + sin ycose), (2.5.6) 
G; = Hsine, 

9—01247 
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comme on peut s’en assurer facilement en examinant les fig. 72 
et 74. Les modules des moments cinétiques propres des gyrosco- 
pes I, II et III sont ici pris égaux à une même constante 7, ce qui 
signifie que les gyroscopes sont supposés identiques. 

Etant appliquées au premier ensemble mécanique, les relations 
(2.5.3) prennent la forme 


dG;; Là , ’ 
ET + O,G; — 0&.G, = M; 


dG' nue 
D +0:G.—0,G:=M;, (2.5.7) 


dG: ‘’ ’ a 
STE +0.G,—0,G;=— M:. 


Par analogie avec la formule (2.5.5), on peut écrire dans ce cas 
(fig. 70) 
Mi cos B + M: sin f = M;., (2.5.8) 


où M}: est la somme des moments, par rapport à l’axe x’ (£) de 
l'anneau de cardan À, des forces agissant sur le premier ensemble méca- 
nique, c’est-à-dire sur tout le stabilisateur. Ainsi, l'égalité 
dG; , , 
( Ti + 0,6; — 0,6) cos f + 
dG; , , ° ’ = 
+ (SE + ©,Gy — w,6:) sinf—M,, (2.5.9) 

que l’on obtient en remplaçant les moments M; et M, dans la for- 
mule (2.5.8) par leurs expressions (2.5.7), représente l'équation 
du mouvement du stabilisateur gyroscopique. Cette équation ne 
contient pas de moments des forces de réaction normales inconnues 
des paliers dans lesquels tourne l’axe de l’anneau À 1). 

En utilisant dans l'égalité (2.5.9) les formules (2.5.6), on obtient 
l'équation suivante : 


d : s d 
cos B 7 (— sin Ô, + cos à.) — cos B sin ycose (w,+ +) + 
+ ©, [cos f sin e— sin f (— sin Ô, + cos Ô, + cos y cos e)] — 
+ (w, sin f— w, cos f) (cos 6, + sin 6,) + w, sin f sin y cos e — 
— (cos B cos ysine— sin Bcose) = + M2. (2.5.10) 
Notons que le moment M: est composé, en plus des couples de 


frottement et du moment développé par le moteur électrique AfE,, 
encore des moments des forces d'attraction gravitationnelle üe la 


1) On suppose ici comme précédemment que les couples de frottement 
dans tous les axes de la suspension du stabilisateur gyroscopique ne dépendent 
pas de la valeur des réactions normales dans les paliers de ces axes. 


$ 5] SYSTÈMES GYROSCOPIQUES COMPLEXES 131 


Terre appliquées à toutes les parties mobiles du dispositif et des 
moments des forces d'inertie d'entrainement dues au mouvement 
de translation du système de référence ë*n*&* ayant son origine 
au centre géométrique de la suspension. 

L'équation (2.5.10) est une des six équations différentielles qui 
décrivent le mouvement du stabilisateur gyroscopique. Pour obtenir 
une équationsuivante, considérons l'ensemble mécanique comprenant, 
de même que l'ensemble précédent, tous les éléments du stabilisa- 
teur excepté l’anneau 4. Le moment cinétique de l'anneau À n'étant 
pas pris en compte dans la théorie de précession des gyroscopes, il 


convient de poser que le moment cinétique total G de ce nouvel 


ensemble mécanique est le même que le moment cinétique G” de 
l'ensemble précédent, c’est-à-dire de poser 


Gu=C!, Gy=Gh GC, =6G4!. (2.5.11) 


CS 


Ici, G,, G, et G. sont les projections du moment cinétique du nouvel 
ensemble mécanique sur les axes x, y el z, et les quantités GX. G, 
et G: sont définies par les formules (2.5.6). 

Les réactions de liaison intervenant entre la plate-forme P et 
l'anneau À représentent dans ce cas des forces extérieures et doivent 
donc être prises en compte dans les relations qui découlent du théorè- 
me du moment cinétique. Ces relations ont la même forme que 
celle des égalités (2.5.3). Les composantes normales des réactions 
ne sont absentes que dans la deuxième des équations (2.5.3) car 
l'axe y (y') est à la fois l’axe de la plate-forme P ; les paliers de cet 
axe sont rigidement reliés à l'anneau À. En utilisant les égalités 
(2.5.11) et les formules (2.5.6), on obtient finalement l'équation 


d e e e d* 
— (ces Ô, + sin Ô,) — sin y sin € na - (w. + +) COS Ÿ COS € + 
dt è dt E dt 
+ &,(—sin 6, + cos 8,) — w, sin € =: M: (2:5:12) 


Dans:le second membre de cette équation, c'est-à-dire dans l'expres: 
sion de À. doivent figurer: le couple de frottement dans l’axe de 
suspension de la plate-forme, le couple du moteur ME,, rapporté 
à l'axe y, ainsi que les moments des forces de gravitation et des 
forces d'inertie d'entraînement. appliquées aux éléments du stabi- 
lisateur, excepté l'anneau À de sa suspension. 

Considérons maintenant le troisième ensemble mécanique. c'est-à- 
dire le corps C avec le boîtier et le rotor du gyroscope III (fig. 71). 
Son moment cinétique G” est constitué par le seul moment cinétique 
propre H, du gyroscope III (4; — A). Par suite, les projections 
du vecteur G” sur les axes du système de calcul xyz (v. fig. 74) sont 
données par les formules 


G; = H cosycose, G; = H sin ycose, G: — Hsine. (2.5.13) 
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Des trois équations du type (2.5.3) il convient dans ce cas d'utiliser 
la dernière, étant donné que les autres feront intervenir des réactions 
normales inconnues des paliers de l’axe du corps à stabiliser, les- 
quelles sont des forces extérieures par rapport à l’ensemble mécanique 


considéré. Ainsi, compte tenu des formules (2.5.13), nous obtenons 
l'équation 


IH (cos « + w,sinycose—0, cos ycose — M.  (2.5.14) 


Ici, M: est la somme des moments par rapport à l’axe z (z”) de toutes 
les forces extérieures agissant sur le troisième ensemble mécanique, 
c'est-à-dire sur le corps C, le boîtier et le rotor du gyroscope Ill. 
Notons que M° comprend le couple de frottement, le moment imposé 
par le moteur WE ,, ainsi que les moments des forces d'inertie d’Euler 
et des forces de gravitation. Les forces d'inertie d’Euler se réduisent 
comme précédemment aux seules forces d'inertie d'entraînement dues 
au mouvement de translation du système de référence £*n*£* ayant 
son origine au centre géométrique de la suspension du stabilisateur. 

Pour l’examen des trois ensembles mécaniques suivants, à savoir 
des ensembles comprenant les boîtiers et les rotors des gyroscopes Î, 
I! et III, introduisons des systèmes de référence respectifs E?n?tr. 
Enisiet Eine. Comme il a été dit plus haut, l’origine de chacun 
d'eux doit ètre choisie de manière qu'elle coïncide avec le point 
d'intersection des axes du boîtier et du rotor du gyroscope correspon- 
dant. Ces systèmes de coordonnées sont animés d’un mouvement 
de translation. Leurs accélérations par rapport au système de coor- 
données « absolu » sont différentes. Cette différence tient à la vitesse 


angulaire w de la plate-forme P et dans le cas du système de réfé- 
rence £nne, parfois encore à la vitesse angulaire (relative) dy/dt 
du corps C par rapport à la plate-forme P. Comme les dimensions 
d'un stabilisateur gvroscopique sont petites et les valeurs des w., 
©y, ©, dy/dt et de leurs dérivées par rapport au temps sont généra- 
lement bornées, la différence mentionnée entre les accélérations 
des origines de ces systèmes et l'accélération du système de référence 
E*n*£* n'est pas grande et, en règle générale, peut être négligée. 
En appliquant le théorème du moment cinétique à l’ensemble 
mécanique constitué par le boîtier et le rotor du gyroscope I, on 
obtient, conformément à la troisième relation (2.5.3), l'égalité 


d 
Gr + 0,6, —0,G:= M, (2.5.15) 


qui ne contient pas de réactions normales inconnues de l’axe du 
boîtier. Ici (fig. 72) 


Gi = —Hsinô, Gl=Hcosô,, Ci=0 (2.5.16) 
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sont les projections sur les axes du système de calcul zyz du moment 
cinétique G! de cet ensemble mécanique ou, ce qui revient au même, 
du moment cinétique propre À, du gyroscope I (4, = H). 

La quantité M} est la somme des moments, par rapport à l'axe 
z, du boîtier du gyroscope Ï, des forces agissant sur le boîtier et 
Je rotor de ce gyroscope. Ces forces sont représentées, en particulier, 
par les forces de frottement dans les axes de la suspension du boîtier, 
les forces de gravitation, les forces d'inertie d'entraînement, les 
forces élastiques des conducteurs de courant et les réactions des 
rotors des détecteurs. 

En faisant usage des formules (2.5.16), on peut mettre l'égalité 
(2.5.15) sous la forme suivante: 


H (@, cos 5, + ©, sin 8) = M;,. (2.5.17) 


C'est une quatrième équation du mouvement du stabilisateur gyro- 
scopique. 

En procédant de la même façon. on obtient une cinquième équa- 
tion. Elle concerne le gyroscope I]. On a 


H (w, sin Ô, —&, cos 6) = M}. (2.5.18) 


Le moment M1! est analogue au moment M! et vaut la somme 
des moments des forces exercées sur le boîtier et le rotor du gyroscope 
IT par rapport à l’axe z, de son boîtier. Une chose importante est 
que les équations (2.5.17) et (2.5.18) ne contiennent pas de réactions 
normales inconnues des paliers dans lesquels tournent les axes 
des boîtiers des gyroscopes Ï et [I. 

Enfin, considérons le sixième ensemble mécanique constitué par 
le boîtier et le rotor du gyroscope III (fig. 73). Les projections !) 
du moment cinétique propre du gyroscope III sur les axes x, y, : sont 


G = Heusycose, Gj—Hsinyceose, Gll=Hsine. (2.5.19) 


Substituons-les respectivement à G,, G,, G, dans les relations (2.5.3), 
lesquelles prennent alors la forme suivante: 


d . | 
H [+ (cos y cos €) + w, sin = — w, sin y cos e | er ES 
d ,.- | : 
H [+ (sin y cos e) + w, cosycose— w,sine | ll (2.5.20) 


H [sin € + (@, sin y —&, cos y) cuse | = MT, 


1) Les formules (2.5.19) coïncident, à des désignations de leurs premiers 
membres près, avec les formules (2.5.13) dans lesquelles les projections du 
moment cinétique propre du gyroscope 111 représentent, en vertu des hypothèses 
simplificatrices adoptées dans la théorie de précession des gyroscopes, les pro- 
jections, sur les mêmes axes, du moment cinétique de l’ensemble mécanique 
« corps C — boîtier — rotor du gyroscope III ». 
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Ici, MI, MIH, MI sont les sommes des moments des forces appli- 
quées au boîtier et au rotor du gyroscope III, par rapport aux axes 
respectivement parallèles à x, y et z et passant par le centre géomé- 
trique de la suspension du gyroscope III. Ces forces comprennent 
également des réactions normales inconnues des paliers de l'axe du 
boîtier du gvroscope III logés dans le corps C. Ecrivons l'expression 


— Mi siny+ M} cosy= M}. (2.5.21) 


Il n’est pas difficile de voir qu’elle représente la somme des moments 
des forces appliquées au gyroscope III, par rapport à l’axe y, de son 
boîtier et que les réactions normales mentionnées n’y figurent pas. 
En introduisant dans cette expression les valeurs des moments 111 
et MIT données par les égalités (2.5.20), on obtient, après quelques 
transformations simples !) 


H | @, + 2) COS £ — (w, Cos y -+- &, Sin Ÿ) sin e| — agit, (2.5.22) 


L'équation (2.5.22) est la dernière du système de six équations 
différentielles qui décrivent le comportement du stabilisateur gyro- 
scopique et de ses parties constitutives tant l’un par rapport à l’autre, 
que par rapport aux directions liées aux étoiles fixes (plus exactement, 
par rapport au système de référence non tournant ë*n*C*). 

Pour la commodité des conclusions qui seront tirées par la suite, 
réunissons les équations (2.5.10), (2.5.12), (2.5.14), (2.5.17), (2.5.18) 
et (2.5.22). On obtient (après quelques transformations simples) le 
système d'équations décrivant le mouvement du stabilisateur gyro- 
scopique à trois axes: 


cosp| + (—sin Ô,+ cos &)—sinycose(w.+) +0, Sin e|— 


— (cos f cos ysine—sinf cose) + 
+ sin f[w, sin y cose—w, (— sin à, + cos Ô, + cos y cos e)] + 
+ (w, sin f —w, cos B) (cos 6, + sin ô,) — M, 


de 


d — | 
“Ta (cos Ô, i-sin ô,) —sinysine Tr 


+ cos y cos e (w,++?) + 


+ ©, (—sin Ô, — cos 6.) — w, sin € = M,  (2-5.23) 


de ; ” 
H (cose + w.sinycose —w, cosycose) Le 


1) Remarquons que pour obtenir les equations (2.5.17), (2.5.18) et (2.5.22) 
on peut utiliser au lieu du système ryz d’autres systèmes de calcul et, notam- 
ment, pour obtenir l'équation (2.5.22) on peut se servir du système r°y"z" 
lié au corps C (v. fig. 71). 
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H (w, cos ô, + w, sin 6,) — M: 


219 


H (w. sin ô, — ©, cos ô,) — M? 


22? 


H [(w.+%) COS E — (©, COS ÿ + w, Sin y) sin e|- M. 


Considérons quelques conséquences importantes qui résultent de 
ces équations. Soient 


Mi=0, ME=0, Mi"=0, (2.5.24) 


c'est-à-dire que les axes des boîtiers des gyroscopes ne subissent pas 
de moments. 

Dans ce cas, la quatrième et la cinquième équation (2.5.23) 
donnent les égalités 


&O + COS ô, + oy sin ô, — 0, 


6; sin ô, — ©, cos Ô, = 0. (2.5.25) 
Il en résulte que 
Deby (2.5.26) 
dans tous les cas, sauf pour 
6-8, +1), (2.5.27) 


lorsque les axes de rotation propre des gyroscopes I et II sont parallè- 
les et la stabilisation est perturbée. Pourtant, si, grâce à l’action 
des moteurs électriques ME, et ME,, les angles 6, et 6, restent petits 
ou, en tout cas, inférieurs en module à 45°, la réalisation de la rela- 
tion (2.5.27) devient impossible. 

Ainsi, lorsque les deux premières conditions (2.5.24) sont satis- 
faites, le plan de la plate-forme P se trouve stabilisé, en vertu des 
égalités (2.5.26). C’est dire que la perpendiculaire (axe z) à ce plan 
ne change pas son orientation par rapport aux étoiles fixes. En même 
temps, la projection de la vitesse angulaire de la plate-forme sur 
l’axe z qui lui est lié, c’est-à-dire la quantité w., peut être, dans le 
cas général, non nulle ; elle dépend du mouvement du support sur 
lequel est monté le stabilisateur gyroscopique. 

Reportons-nous maintenant à la sixième équation du système 
(2. 9.23). Compte tenu de la troisième condition (2.5.24) et de l'égali- 
té (2.5.26), on obtient ù 


d e « 
w,+ = 0, (2.5.28) 


1) Comparer avec la condition d'annulation simultanée des projections 
&,, &y. ©; de la vitesse angulaire de la plate-forme d’un stabilisateur gyrosco- 
pique à trois axes qui a été examiné au chap. IV, $ 4 (tome 1). 
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si, certes, seulement 
eÆ+T. (2.5.29) 


Le premier membre de l'égalité (2.5.28) représente la projection 
sur l’axe z (z”) de la vitesse angulaire du corps C par rapport au systè- 
me de référence E*n*&*. Les projections de cette vitesse angulaire sur 
les axes x et y sont les mêmes que les projections correspondantes de 
la vitesse angulaire w de la plate-forme P et, en vertu de l'égalité 
(2.5.26), elles sont égales à zéro. Ainsi, lorsque les moments par 
rapport aux axes des boîtiers des trois gyroscopes sont nuls, c'est-à- 
dire lorsque les conditions (2.5.24) sont réalisées, le corps C est 
stabilisé par rapport aux étoiles fixes. 

Compte tenu des égalités (2.5.26) et (2.5.28), les trois premières 
équations du système (2.5.23) deviennent maintenant 


— H cosf [+ (sin Ô, — cos ô,) + (cosy sine—tgfcose) _ 


+ ©, (cos 6, + sin 6) | = M, 


H [+ (cos ô, + sin 6) —sinysine + &, (— sin Ô, — cos 6) | =; 


de - 
H cos e TES M. 
(2.5.30) 


Supposons maintenant que les moments des forces appliquées 

à l'anneau À, à la plate-forme P et au corps C sont tous nuls et que 

dans les axes de ces derniers il n y a pas de frottement, c'est-à-dire 
que 

Me =M, =M:= 0. (2.5.31) 


Si les conditions (2.5.24) sont encore réalisées et que de plus la vites- 
se angulaire du support est telle que 


©. —= 0, (2:5.92) 


les équations (2.5.30) sont satisfaites. lorsque les valeurs des angles 
.Ô,, Ô, et & sont constantes. 

Supposons que les moteurs électriques ME,, ME, et ME, sont 
commandes de façon telle que les moments qu'ils engendrent par 
rapport aux axes de l’anneau À, de la plate-forme P et du corps C 
soient proportionnels aux angles de rotation des boîtiers des #yrosco- 
pes correspondants. Supposons également que les couples de frotte- 
ment sont nuls, ainsi que tout autre moment par rapport aux axes de 
la suspension. Admettons que 


Mi-=kô,  M,=—kô,  AMi=—ke  (2.5.33) 
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où Æ est un facteur de proportionnalité (pente de caractéristique du 
couple de stabilisation). 
Dans ce cas, l'équation (2.5.30) admet pour solution 


6, —=0, 6 —=0, e = 0. (2.5.34) 


On peut s'assurer que la position d'équilibre du stabilisateur gyro- 
scopique considéré, définie par la solution (2.5.34) est stable (dans 
le cadre de la théorie de précession des gyroscopes). En effet, les 
angles 6,, 6, et & étant petits, les équations (2.5.30) se mettent. si on 
ne garde que des termes du premier ordre par rapport à ces angles et 
à leurs dérivées par rapport au temps et qu’on tient compte des égali- 
tés (2.5.32) et (2.5.33), sous la forme suivante: 


— H cosf À — 16, — H sinp ©, 


dÔ . k - = 

SEE = — kô;, (2.5.35) 
dE : 
He — ke 


11 n'est pas difficile de voir qu’en vertu de ces équations les valeurs 
des angles Ô,, ô, et e tendent vers zéro, quelle que soit la loi de varia- 
tion de l’angle f des plans de l’anneau À et de la plate-forme P. La 
valeur de l'angle B est déterminée par le mouvement du support; 
il faut certes supposer que f << 90° !). 

Dans le cas plus général, les seconds membres des équations. 
(2.5.30), c’est-à-dire les moments M;:, M,, et M°, comprendront en 
plus des couples moteurs encore des couples de frottement dans les 
axes de la suspension: x” (£), y (y') et z (z”) respectivement de l’an- 
neau À, de la plate-forme P et du corps C. Le sens de ces derniers 
couples est déterminé par les vitesses angulaires relatives da/dt, 
df/dt et dy/dt. En outre, si l'ensemble mécanique ou ses éléments 
quelconques ne sont pas suffisamment équilibrés, les moments M;., 
M, et M: doivent encore inclure les moments des forces d'inertie 
d'entraînement et des forces de gravitation. 


1) Dans certains cas, les moteurs électriques étant en marche, les phéno- 
ménes transitoires intervenant dans le stabilisateur gyroscopique ne s'amortis- 
sent pas mais conduisent à des auto-oscillations du corps à stabiliser (avant 
tout, en règle générale, autour de l’axe r’ (°) de la suspension de l'anneau A). 
Pour l'étude de ces oscillations et celle des moyens permettant de les supprimer. 
on doit tenir compte des moments d'inertie des parties constitutives du dispositif 
gyroscopique et des phénomènes transitoires se déroulant dans les circuits electri- 
ques des moteurs et dans les circuits de réaction des amplificateurs. D'un autre 
côté, la fréquence des auto-oscillations étant assez élevée, l'influence que le: 
mouvement du support lui-même exerce sur ces oscillations est, en règle géné- 
rale, peu importante (v. chap. III, $ 5, où sont étudiées les questions concernant. 
la stabilité d’un stabilisateur gyroscopique à un axe). 
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Soit ©, = 0. Alors, les angles ô,, 6, et & étant supposés petits, les 
équations (2.5.30) peuvent s’écrire sous la forme 


— Hcosp| À — tgB +0. (1 + ê) | = M; + M, (6,), 
H [PE o.(1— 6) |=Mÿ+M, (8), (2.5.3 
d à 2 
HE = ME + M: (8). 


Ici, WU, Miet :°*sont les sommes, mentionnées précédemment, des 
moments des forces de frottement, des forces d'inertie, des forces de 


M M 


Mmoz 


Fig. 75 Fig. 76 


gravitation et des autres forces, appliquées respectivement aux ensem- 
bles mécaniques : 1) l'anneau 4, la plate-forme ?. le corps C. les 
boîtiers et les rotors des gyroscopes ÏI, II, III; 2) la plate-forme P, 
le corps C, les boîtiers et les rotors des gyroscopes I, If, III ; 3) le 
corps C. le boîtier et le rotor du gyroscope III. Mi: (6,), M, (ô2), 
M: (e) sont les couples moteurs imposés à ces ensembles mécaniques 
respectivement par ME,, ME, et ME. 

Le couple développé par chacun des moteurs electriques ne peut 
pas dépasser une certaine limite déterminée par les paramètres du 
moteur lui-même et de l'organe de transmission qui relie l'arbre du 
moteur à l'axe correspondant. La figure 75 montre un diagramme, de 
forme souvent rencontrée, qui traduit la variation du couple moteur 
M (régime de court-circuit, c'est-à-dire à rotor complètement calé) 
en fonction de l’angle Ô d'écart du boîtier du gyroscope correspon- 
dant par rapport à la position moyenne. Un autre diagramme, de for- 
me dite en escalier, est représenté à la figure 76. 

Pour assurer un bon fonctionnement du stabilisateur, il est impé- 
ratif que pour tout mouvement du véhicule le couple moteur maximal 
Mmax soit supérieur au couple « déstabilisant » correspondant M, 
M} ou W°*. En outre, le couple moteur maximal de ME, et de ME, 
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doit dépasser par excès le produit (&:)max À, Où (&;)max est la valeur 
maximale attendue de la vitesse angulaire de rotation de la plate- 
forme P, autour de l’axe z, due à un mouvement en giration du véhi- 
cule. Dans le cas contraire, les boîtiers des gyroscopes Ï et II seront 
en retard sur la plate-forme en rotation, et les angles 6, et Ô, com- 
menceront à croître. 

Pour s’en assurer il suffit de considérer le cas le plus simple où 
le mouvement du support est tel que l’angle f des plans de l'anneau À 
et de la plate-forme P est nul. Admettons également que l'angle € est, 
lui aussi, nul grâce au couple de stabilisation ° (e). Les deux pre- 
mières équations (2.5.36) peuvent alors s’écrire sous la forme sui- 
vante : 

—H (À 0,6,)= Mi (6,)+0.H + M: 

dt Ù z 2 De, x | 2 i L 

dS. (2.5.37) 
H (FE —0.6,)= M, (6:)—o.H + M}. 
L'analyse de ces équations montre que les termes w.A et —w.,Â figu- 
rant respectivement dans leurs seconds membres jouent le même rôle 
que les couples déstabilisants M et M5. Il en résulte que pour as- 
surer un fonctionnement normal du stabilisateur il faut que les cou- 
ples de stabilisation M;- (ô,)et M, (ô.) choisis, par exemple, d'après 
le diagramme de la fig. 75 soient dominants, donc supérieurs à tous 
les autres termes intervenant dans les seconds membres des équa- 
tions (2.5.37). 

Plus haut, nous avons établi les conditions (2.5.24) dont la réali- 
sation assure la stabilisation du corps par rapport aux étoiles fixes. 
Elles se ramenaient à ce que les sommes des moments des forces 
exercées sur chacun des trois ensembles mécaniques « boîtier — 
rotor » par rapport à l’axe du boîtier correspondant devaient être 
toutes nulles. Pour la réalisation de ces conditions en pratique, il 
faut chercher à réduire, autant que possible, les couples de frotte- 
ment dans les paliers des axes des boîtiers. Il est également nécessaire 
que le centre de gravité de l’ensemble « boîtier — rotor » se situe 
aussi exactement que possible sur l'axe du boîtier et que les autres 
couples perturbateurs et, notamment, les couples dits de tension des 
conducteurs de courant électrique soient réduits. 

Dans certains cas, on demande de stabiliser le corps C par rapport 
au système de coordonnées lié à la verticale du lieu et aux points 
cardinaux, que l’on appelle généralement système de coordonnées géo- 
graphique £ NZ; les axes de ce système sont dirigés reprectivement vers 
l'est, le nord et le zénith. Si le support est immobile, la vitesse angu- 
laire du corps C doit être égale à la vitesse angulaire de la Terre. Si le 
support est en mouvement, la vitesse angulaire du corps C doit être 
égale à la somme de la vitesse angulaire de la Terre et de la vitesse 
angulaire du mouvement (relatif) du système de coordonnées géogra- 
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phique E NZ par rapport à la Terre. Dans de tels cas, on doit avoir, 


en vertu des trois dernières équations (2.5.23). les moments par 


rapport aux axes des boîtiers des gvroscopes Ï, IT et III, soit M\,, 


M et M Ru qui provoquent la précession voulue des gyroscopes et, 
comme conséquence, assurent la vitesse angulaire nécessaire du corps). 

Un autre exemple de dispositif gyroscopique complexe est fourni 
par une plate-forme dont la stabilisation est assurée par trois gyrosco- 
pes qu'elle porte. Une telle plate-forme est souvent utilisée dans les 
systèmes de navigation par inertie. Les équations du mouvement 
d'un tel dispositif peuvent être établies dans le cadre de la théorie de 
précession des gyroscopes. en procédant de la même manière que dans 
le présent paragraphe. Dans certaines hypothèses particulières, ceci 
a été fait au chap. IV, $ 4 du tome I. 


$ 6. Compas gyroscopique de Geckeler 


Un exemple de système gyroscopique complexe est fourni par l’élé- 
ment sensible, la gyrosphère, utilisé tant dans les compas gyrosco- 
piques à deux rotors « Anschütz » (en Allemagne) ou « Kourse » (en 
U.R.S.S.) que dans le compas spatial de Geckeler que l’on appelle 
souvent « gyrohorizon-compas ». Le paragraphe actuel se propose 
d'exposer tout d’abord la théorie de la gyrosphère, commune aux 
deux compas, et d'établir ensuite des conditions dont la réalisation 
transforme le compas gyroscopique en un compas spatial. On indique 
ensuite les propriétés remarquables du gyrohorizon-compas et la 
possibilité de son utilisation comme élément d'un système de naviga- 
tion par inertie (v. aussi chap. V, $$o et 6 du présent tome). A la fin 
du paragraphe, on étudie les petites oscillations angulaires de la 
gyrosphère autour d’un mouvement stationnaire. 

En examinant au chap. I. $ 6 (tome I). les questions relatives à la 
lecture des indications d'un compas gyroscopique installé à bord 
d’un navire en roulis et en tangage, nous avons déjà décrit la cons- 
truction de la gyrosphère flottant dans un liquide conducteur de 
l'électricité et le dispositif permettant d'amener le courant électrique 
triphasé nécessaire pour la mise en vitesse et le maintien de la rota- 
tion des rotors des gyroscopes (v. tome T, fig. 19). Un cadre (fig. 77) 
monté à l’intérieur de cette sphère sert d’anneau de cardan extérieur 
commun à deux gyroscopes identiques I et II dont les axes des boi- 
tiers (ou, ce qui revient au même au point de vue cinématique, les 
axes des anneaux de cardan intérieurs) sont parallèles l’un à l’autre. 
Grâce à l’emploi de deux secteurs dentés rigidement reliés aux 
boitiers des gyroscopes, ou d'un autre dispositif cinématique 
quelconque. les boîtiers peuvent tourner, à partir de la position 
dans laquelle les axes des rotors sont parallèles. d'un même angle 


1) Voir note au bas de la page 128. 
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CSC aan 
É 


Fig. 77 


mais dans des sens opposés. Dans le cas où les boîtiers sont re- 
liés entre eux par une bielle de connexion (fig. 78), ceci n'est valable 
que lorsque les angles d’écart des gyroscopes par rapport à leur posi- 
tion nominale sont petits. 

Associons à l'enveloppe de la gyrosphère et donc à l'anneau de 
cardan extérieur des deux gyroscopes un trièdre zyz, en plaçant son 


Fig. 78 
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sommet au centre géométrique de la gyrosphère. Dirigeons son arête 
z parallèlement aux axes des boîtiers, verticalement vers le haut, et 
son arête y le long de la somme géométrique des moments cinétiques 


propres des gyroscopes (fig. 77, 19). Le module H du vecteur moment 
cinétique propre total de la gyrosphère aura pour expression 


H = 2Bcose, (2.6.1) 
où B est la valeur, supposée constante, du moment cinétique propre 


de chacun des gyroscopes et & la moitié de l’angle que font entre eux 
les axes de leurs rotors. 


Fig. 79 


Les projections du vecteur À sur les arêtes x, y, z ont respective- 
ment pour valeurs 


Hz =0, H,=2Bcose, H;—=0. (2.6.2) 


Le mouvement de la gyrosphère sera considéré par rapport au 
système de référence É*n* C* ayant son origine au centre géométrique 
de la gyrosphère et animé d'un mouvement de translation. En vertu 
du théorème du moment cinétique, on a 

dG 


dE GT, (2.6.3) 


où G est le vecteur moment cinétique total de la gyrosphère par rap- 


port à l'origine de E*n* £*, et M le moment résultant (aussi par rap- 
port à l’origine du système E*n* &*) de toutes les forces extérieures 
s'exerçant sur la gyrosphère, y compris les forces d inertie d Euler 
dues au mouvement de translation du système E*n* &*. 

Pour système de calcul prenons le système xyz dont les axes sont 
confondus avec les arêtes du trièdre de même nom, lié à l'enveloppe 
de la gyrosphère. Compte tenu des considérations développées au 
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cours du paragraphe précédent, nous obtenons trois relations 
dG 
TEE &,G.—0.G,=M,, 


dG, | 
— + 0.6; — 0,6; M, (2.6.4) 


dG; 
TOC y — OuGx = M 


dans lesquelles w., w, et w. sont les projections de la vitesse angulaire 
de la gyrosphère sur les axes x, y et z qui lui sont liés et G,, G, et G. 
les projections, sur les mêmes axes, de son moment cinétique total. 

En nous plaçant toujours dans le cadre de la théorie de précession 


des gyroscopes, admettons que le moment cinétique total G de la 
grrosphère coïncide pratiquement avec son moment cinétique propre 


total À, si bien que dans les relations (2.6.4) les quantités G.. G, 
et G, peuvent être remplacées respectivement par H,, H, et H.. 
En tenant compte des formules (2.6.2), mettons ces relations sous la 
forme suivante: 

— w,2B cos r — A],, 


À (2Bcose) = A1, (2.6.5) 
O,2B cos e — M.. 


Si les moments cinétiques propres des gyroscopes sont constants, 
le mouvement de la gyrosphère, considérée en tant qu'ensemble mé- 
canique, est décrit par quatre paramètres !). Trois d'entre eux carac- 
térisent la position du trièdre xyz, lié à la gyrosphère, par rapport au 
système de référence E*r*£*, et le quatrième est un angle appelé 
angle de décalage des gyroscopes. c'est-à-dire l'angle 2e des axes de 
rotation propre de leurs rotors. Il est donc naturel que le système 
d'équations différentielles décrivant le mouvement de la gyrosphère 
contienne quatre équations d'après le nombre de degrés de liberté. 

Dans la premiére et la troisième équation du système (2.6.5). les 
projections w. et w, de la vitesse angulaire de la gyrosphère peuvent 
être exprimées par les angles qui caractérisent l'orientation de Îa 
gyrosphère par rapport au système de référence E*n* C* et, bien enten- 
du, par leurs dérivées par rapport au temps. La deuxième équation du 
système (2.6.5) fait intervenir la dérivée de l'angle €. Ainsi, le sys- 
tèeme (2.6.5) ne contient que trois des quatre équations nécessaires 


1) Un ou deux degrés de liberté (suivant la construction du compas) sont 
encore introduits par un dispositif destiné à amortir les oscillations propres 
de la gyrosphère (système d'amortissement). Pourtant, un tel dispositif est 
automatiquement mis à l'arrêt des que le navire commence une giration ou 
fait varier sa vitesse. Ici et plus loin le système d’amortissement est supposé 
absent (ou à l’arrêt). 
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pour la description du mouvement de la gyrosphère. La quatrième 
équation qui manque peut s’obtenirsi l’on tient compte, d’une part, 
des forces d'interaction de deux gyroscopes utilisés dans l'élément sen- 
sible. et d’autre part, des forces d'interaction de ces gyroscopes avec 
leur anneau de cardan extérieur commun, c'est-à-dire avec le cadre 
qui est rigidement relié à l'enveloppe de la gyrosphère. À cet effet, 
introduisons tout d’abord deux nouveaux systèmes de coordonnées 
z'y'z et x'y'z” (fig. 79) dont les axes z” et z”sont dirigés suivant les 
axes respectifs des boîtiers des gyroscopes I et Il et sont donc parallè- 
les à l’arète z; les axes y” et y” sont parallèles à l’arête y et, par con- 
séquent, les axes zx’ et x” sont parallèles à l’arète x du trièdre xzyz 
lié à la gyrosphère. 

Considérons un ensemble mécanique constitué uniquement par le 
boîtier et le rotor du gyroscope I. Appliquons à cet ensemble le 
théorème du moment cinétique, en prenant le système de coordonnées 
z'y'z" pour celui de calcul. La vitesse angulaire de ce système est la 
même que celle du trièdre xzyz. Aussi, le théorème du moment ciné- 
tique permet-il d'écrire trois relations suivantes: 


dx 

—w,G} = M}, 
a 

—w,6L =M}, (2.6.6) 
_ 


2 +o,G,; —0,Gk := M}, 


qui sont analogues aux en (2.6.4). Dans ces relations, GI., Gi et 


G£ sont les projections du moment cinétique total de l' ensemble mé- 
canique «boîtier —rotor» du gyroscope I sur les axes x”, y”, z’ et MI. 
M}., M1. les sommes des moments, par rapport aux mêmes axes, de 
toutes les forces extérieures qui s’exercent sur cet ensemble méca- 
nique. 

Conformément à la théorie de précession des gyroscopes, dans les 
relations (2.6.6) on peut utiliser les égalités approchées 


GL--BL=Bsine, Gl—B}—B'cose, G:—0, (2.6.7) 


où Bl.et BI, sont les projections du vecteur moment cinétique propre 
du gyroscope I sur les axes z’ et y” (Bt = Best le module de ce vec- 
teur, le même pour les deux gyroscopes). 

Pour obtenir la quatrième équation manquante, faisons usage de 
la dernière relation (2.6.6). Elle prend la forme 


o,B cos e—o,B sin e — ML. (2.6.8) 


La projection BI! du moment cinétique propre du gyroscope II 
sur l'axe x” (v. fig. 79) ne diffère de la projection BI. que par le si- 
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gne, et les projections BIT et BI. sont égales. Il est aisé de s assurer 
que les raisonnements exactement les mêmes mais se rapportant au 
gyroscope II conduisent à la relation 


&w,B cos e + w,B sine -- Mir (2.6.9) 


Cette dernière peut s’obtenir également à partir de la relation (2.6.8) 
si l'on y inverse le signe de l'angle & et remplace Af1: par Mi, 
c'est-à-dire par la somme des moments. par rapport à l’axe z”, des 
forces exercées sur l’ensemble mécanique « boîtier —rotor» du gyro- 
scope Il. 

Remarquons qu’en additionnant membre à membre les relations 
(2.6.8) et (2.6.9) on est conduit à la relation 


w,2B cos e = ME + MIT. (2.6.10) 


Le rapprochement entre la dernière relation et la troisième rela- 
tion (2.6.5) donne une égalité presque évidente 


ME LATE 1. (2.6.11) 


En effet, A7! et M!! sont les moments des forces appliquées respecti- 
vement aux ensembles mécaniques « boîtier — rotor » des gyroscopes 
I et IT lesquelles sont des forces intérieures agissant dans l’ensemble 
mécanique comprenant l'enveloppe de la gyrosphère (avec le cadre 
qui lui est rigidement relié), les éléments de transmission mécanique 
entre les gyroscopes et les deux rotors mentionnés avec leurs boîtiers ?). 
C'est pourquoi, A1! et M! peuvent être considérés comme moments 
des forces exercées respectivement sur les sous-ensembles mécaniques 
« boîtier — rotor » des gyroscopes [I et I[ de la part d'un troisième 
sous-ensemble comprenant tous les autres organes constitutifs de la 
gyrosphère. À leur tour, les moments de méme intensité mais de sens 
inverse, à savoir —1/! et —4/!1, sont ceux des réactions des deux 
sous-ensembles précédents sur le troisième. Ce dernier est encore sou- 
mis à l'action des forces extérieures de rnoment À7 mentionné plus 
haut. Ce sous-ensemble (c'est-à-dire l'enveloppe de la gyrosphère, 
le cadre ou l'anneau extérieur des deux gyroscopes, les éléments de 
transmission mécanique entre eux. d'autres organes sauf les rotors 
et les boîtiers) ne possède pas de moment cinétique propre. Aussi, en 
établissant les équations du mouvement, convient-il de poser, d'a- 
près la théorie de précession des gyroscopes, que son moment cinétique 
total est également nul. Par conséquent, les forces qui lui sont appli- 


1) On suppose, bien entendu, que les centres de masse de ces ensembles 
sont situés sur les axes des boîtiers correspondants et qu'il n’y a aucune force 
exercée par des champs extérieurs (par exemple, des champs magnétiques) 
environnant l'élément sensible du compas gyroscopique. 
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quées doivent faire équilibre, d’où résulte la relation 
M! — MTL M = O0, (2.6.12) 


dont un cas particulier est représenté par l'égalité (2.6.11). 
Retranchons maintenant membre à membre la relation (2.6.9) 


de (2.6.8). Il vient 
—0@, 2B sine = , (2.6.13) 


« 


où 
N=ML—- Mi (2.6.14) 
est la différence des moments résultants, par rapport aux axes :” et z”, 


des forces appliquées respectivement aux ensembles mécaniques 
« boîtier — rotor » des gyroscopes I et II. 


y 


LR" 
8 


Fig. SU 


C'est la relation (2.6.13) qui fournit justement la quatrième 
équation différentielle qui manquait. Cette dernière et les trois 
équations (2.6.5) forment un système de quatre équations contenant 
quatre paramètres cherchés qui déterminent l'orientation de la gyro- 
sphère et l’angle de décalage de ses gyroscopes. 

Il est utile de considérer un « jeu» de forces qui provoquent à l’in- 
térieur de la gyrosphère une différence des moments MI, et WII, Si 
les boîtiers sont reliés entre eux par un ressort, on a d’ après la fig. 80 


Mi=—ME=—TR, (2.6.15) 


où J est la tension du ressort et h sa distance au plan contenant les 
axes des deux boîtiers. 
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C2? 
SA 


Fig. 81 


Supposons que pour & = 71/2 le ressort ne subit aucune contrainte 
et soient X sa raideur et r la distance du point de fixation du ressort 
sur le boîtier à l’axe de ce dernier (v. fig. 80). Compte tenu de la for- 
mule (2.6.14), on obtient pour le moment N l'expression suivante : 


— —4Kr® cos & sin €. (2.6.16) 


Comme il sera montré plus loin, c’est justement une telle variation 
de la valeur de W en fonction de l’angle e qui est nécessaire pour que le 
dispositif gyroscopique décrit puisse devenir un compas gyroscopi- 
que spatial. 

Considérons un autre procédé possible permettant de produire les 
moments A71,et MII (et donc leur différence N) au moyen d’un ressort 
disposé de façon différente. Fixons une des extrémités de ce ressort, 
par exemple au premier secteur denté rigidement relié au boîtier du 
gyroscope Î et l’autre, au cadre (ou à l'enveloppe de la gyrosphère) 
(fig. 81). Dans ces conditions, d'après ce qui précède, la somme des 
moments, par rapport à l’axe z’, de toutes les forces s’exerçant sur la 
première roue dentée (fig. 82) doit être posée nulle. En négligeant le 
frottement dans la transmission par engrenages reliant les boîtiers des 
deux gyroscopes, on a 


—M}—Tb+Q'5=0, (2.6.17) 


où — 1, est le moment de la réaction du boîtier du premier gyrosco- 
pe sur la roue dentée, 7 la tension du ressort, b la distance de la ligne 
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d'action de la force 7 à l'axe y’. d le diamètre de la circonférence ini- 
tiale de la roue dentée et Q1 l'effort circonférentiel exercé par la deu- 
xième roue dentée sur la première. L'effort Q! est considéré comme 
positif s'il est dirigé vers le haut (fig. 82). 

Pour la deuxième roue, l'équation de l'équilibre analogue est de 
la [forme 


Mis oNSs 0 (2.6.18) 


où Qtlest la force exercée par la première roue dentée sur la deuxie- 
me, d'intensité égale à celle de Qf. Elle est positive lorsqu'elle est 
dirigée vers le bas. 

Comme corollaire des deux équations (2.6.17) et (2.6.18), ainsi 
que de la formule (2.6.14), on obtient l'égalité 


N = —Tb, (2.6.19) 


où 7 et b sont, dans le cas général, fonctions de l’angle &. 
Revenons à la relation (2.6.13). Comme il a déjà été indiqué, elle 
constitue avec trois relations (2.6.5) un système de quatre équations 
différentielles contenant quatre paramètres cherchés qui déterminent 
l'orientation de la gyrosphère et l'angle de décalage de ses gyroscopes. 
Admettons que le centre de masse de la gyrosphère (avec les deux 
gyroscopes) est situé sur l'axe : à une distance ! au-dessous de son 
centre géométrique. Ses coordonnées z., y. et z. dans le système xyz 
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ont alors pour valeurs 
Li 0, = Sel (2.6.20) 


Les forces d'inertie d’'Euler dues au mouvement de translation du 
système de coordonnées E*n*&* se réduisent dans ce cas (v. plus haut 
chap. I, $ 1) à une seule force P qui est leur résultante ayant pour point 
d'application le centre de masse de la gyrosphère. Les projections de P 
sur les axes du système zyz lié à la gyrosphère ont pour valeurs res- 
pectives 

P; = —mw,, P,=—-mw,, P, = —mu,, (2.6.21) 
où &,, w, et w, sont les projections, sur les mêmes axes, de l’accélé- 
ration « absolue » du centre géométrique de la gyrosphère, cette 
accélération étant rapportée, dans le cas considéré. à la sphère S ou au 
système de coordonnées non tournant E‘n°£ qui lui est lié; m est 
la masse de la gyrosphère. 

Les forces physiques agissant sur la gyrosphère sont les suivantes : 
les forces de gravitation qui peuvent être remplacées par la seule 


force F appliquée au centre de masse de la gyrosphère, et les forces 
de pression que le liquide porteur exerce sur l'enveloppe de la gyro- 
sphère. Comme il a déjà été indiqué, l'étude du mouvement de la 
gyrosphère par rapport au système de coordonnées en translation 
E*n* C* exige que dans les équations de son mouvement on tienne 
compte des forces d inertie d'Euler. En reprenant les raisonnements 
développés au $ 2 du chapitre précédent et en tenant compte du fait 
que les forces de pression passent par le centre de la gyrospl.ère. on 
obtient finalement pour les moments M,, M, et M. des forces qui 
s'exercent sur la gyrosphère, les expressions suivantes: 


Me =1l(P,+F,), My=—l(P,+F;), M,=0. (26.22 


Ici F,et F, sont les projections de la force F d'attraction de la gyro- 
sphère par la Terre, sur les axes x et y liés à la gyrosphère. Pour le 
calcul de ces projections on peut admettre avec une grande précision 


que la force F est parallèle au rayon de la Terre passant par le centre 
de la gyrosphère (ou, ce qui revient au mème, au rayon de la sphè- 
re S). 

Introduisons maintenant les expressions (2.6.22) dans les seconds 
membres des relations (2.6.5) et réunissons-les à la relation (2.6.13). 
En tenant compte également de la formule (2.6.21), on obtient les 
égalités 


— w,2Bcose=1(—mux,+F,), + (28 cos €) = —l(—-mu,+r,), 


N (2.6.23) 


o,2B cos e — 0, — 0,2B sine = A 
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qui constituent les équations différentielles initiales permettant de 
construire la théorie du compas gyroscopique spatial de Geckeler 
(ainsi que du compas « apériodique » ordinaire « Anschütz »). 
Introduisons, comme nous l'avons fait au $ 4 du présent chapitre, 
le trièédre naturel de Darboux z°y°z° en plaçant son sommet au centre 
géométrique de la gyrosplière et en dirigeant son arête :° suivant le 


prolongement du rayon de la Terre. La vitesse v de ce centre, rappor- 
tée à la sphère S est dirigée suivant l’arête 2°, si bien que les projec- 
tions de la vitesse angulaire w° du trièdre x°y°2° sur ses propres arêtes 
sont données par les formules 


We 0. wp=e. =. (2.6.24) 


Ici. = cv (t)et © — w (t) sont deux fonctions du temps dont la don- 
née détermine. avec la position initiale du trièdre z°y°z°, le mouve- 
ment de celui-ci par rapport à la sphère S ou, ce qui revient au même, 
par rapport au système de coordonnées non tournant En‘ qui est 
lié à cette sphère. 

Remarquons également que d’après ce qui a été exposé au $ 4 du 
présent chapitre, les projections de l'accélération « absolue » (rap- 
portée au système de coordonnées E‘n‘£*) du centre de la gyrosphère 
sur les arêtes du trièdre z°y°z° ont pour expressions 


dv ou te 
Wye=Te.  Wy =. Wa = — 7. (2.6.25) 


Enfin, il est évident que les projections de la force de gravitation 


terrestre F exercée sur la gyrosphère, sur les mêmes arêtes s'expri- 
ment par 


Fo=0, Fpe=0. Fe —F. (2.6.26) 


Déterminons maintenant l'orientation du trièdre xyz lié à la 
gyrosphère, par rapport au trièdre naturel de Darboux x°y°z° par 
l'intermédiaire de trois angles d’'Euler-Krylov &, B et y (fig. 83). 
À cet effet, introduisons deux systèmes de coordonnées auxiliaires 
Loÿs5 et T,Y12,. Le système x,y,:, est tourné par rapport au trièdre 
æ°y°5° de l’angle & autour de l’axe z, confondu avec l’arête 5°. L'autre 
système de coordonnées, z,ÿ,2,, est tourné par rapport au système 
Xaÿ222 de l'angle B autour des axes confondus x, et x,. Enfin. le triè- 
dre xyz se trouve tourné par rapport au système z,y,z, de l’angle 
autour de l'axe y, qui coïncide à son tour avec l'arête y. 

A cette suite de rotations finies que nous venons d’énumérer cor- 
respond le schéma suivant (v. tome I, chap. III. $ 5): 

Ne, Xi Vi,! 


y = 
in > TYZ- (2.6.27) 


9 
>. +2 
2° y°2° — 7 Too 
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D'après ce schéma, pour passer, par exemple, de la position occupée 
par le système x.y.z, dans la position z,y,z,, il faut effectuer une 
rotation finie d'angle B autour des axes confondus x, et z,, etc. Repré- 
sentons le même schéma (2.6.27) sous une forme légèrement modifiée 
suivante : 


2°,2 Xss X Vie VU 
2 ——+ tar ZT Yi —— Ty. (2.6.28) 
2 Ÿ 


Maintenant, il devient évident que la suite de rotations finies con- 
sidérée réalise un déplacement angulaire de première espèce. En effet, 


Z29Z2 
! 
2 
y 
da 
Gt 
g? H 
0 dt / En 
À ÿi.ÿ 
£ 
“ Be 
d 
d à: 
TL e_ ? R P 
/ 
Fig. 83 


elle décrit les rotations successives d'un trièdre abc, s’effectuant 
d’angles &, B et y autour de ses arêtes a, b et c. Dans la position 
initiale, les arêtes a. b et c de ce trièdre se confondent respectivement 
avec les arêtes 2°, x° et y° du trièdre naturel de Darboux et, dans la 
position finale, avec les arêtes z. x et y du trièdre lié à la gyrosplière. 

Au chap. 111, $5 (tome 1), nous avons indiqué la table (3.5.6) des 
cosinus des angles que font entre elles les arêtes du trièdre abc dans 
leurs positions initiales et après un déplacement angulaire de pre- 
mière espèce. La position initiale du trièdre abc a été désignée par 
zyz et la position finale par En, &. Aussi, pour construire la table 
des cosinus des angles que les arêtes du trièdre xyz font avec les arêtes 
du trièdre 2°y°29, suffit-il de remplacer. dans la table (3.5.6) mention- 
née, les désignations x, y. z, E,, n, et &, respectivement par 2°. x°, 
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y°, z,zet yet de permuter convenablement ses lignes et ses colonnes. 
En omettant les indices des angles «, B et y, on obtient la table 


z° y° rs 
x —sinasinfsiny + cos a sin f sin y + —çcos f sin Y 
—+ COS & COS Y + Sin & COS 
y —sinacos $ cos & cos sin B 
z sin a sin B cos y + —cos à sin B cos y + cos B cos y 
+ cos & Sin sin & sin y 
(2.6.29) 


La vitesse angulaire w du trièdre zyz par rapport au système de 
coordonnées non tournant E*n* &* est égale à la somme géométrique 
de la vitesse angulaire w° du trièdre naturel de Darboux zx°y°7° 
(par rapport au même système) et de trois vitesses angulaires relati- 
ves : da/dt du système de coordonnées z7,y,z, par rapport au triè- 
dre z°y°2°, dB'dt du système zx,y,z, par rapport au système x,y,z, et 
enfin, dy/dt du trièdre xyz lié à la gyrosphère, par rapport au système 
Tiÿ121. Les vitesses angulaires relatives da/dt, df/dt et dy/dt sont diri- 
gées respectivement suivant les axes 2° (z.), x, (x,) et y, (y). Remar- 
quons que dans ce cas l’axe x, (x,) et donc le vecteur vitesse angulaire 
dB/dt se trouvent dans le plan zx et forment avec les arêtes zx et z les 
angles y et x/2 — y et, bien entendu, l'angle n/2 avec l’axe y (y). 

Compte tenu de ce qui précède, ainsi que des formules (2.6.24) et 
de la table (2.6.29), il devient maintenant facile de déterminer les 
projections w., w, et w. de la vitesse angulaire du trièdre xyz sur ses 
propres arêtes. Elles ont pour expressions 


6, = (sin & cos y + cos & sin f sin Ÿ) — 
— (+) cos f sin 7 + cos Ys 
& = cos à cos B + {w + )sinp+ Te (2.6.30) 


©, = _. (sin & sin y— cos a sin B cos y) + 


=: “45 db …. 
+ (o+<%) cos f cos y + SL sin Y. 


D'une manière analogue, en utilisant la même table (2.6.29) et les 
formules (2.6.25) et (2.6.26). on peut trouver les projections w,, w, 
et w. de l’accélération « absolue » w du centre géométrique de la 
gyrosphère et les projections F,, F, et F, de la force de gravitation F 
sur les arêtes x, y et z du trièdre Zyz. On a 
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w,= + (cos a cos y — sin @ sin ÿ sin y) + 


+ QU (sin & cos y + cos a sin B sin y) + cosfsin y, 


du … me D? . | 
D, = ——— sin a cos f + wv cos a cosf ——sinf, (2.6.31): 


W, + (cos « sin y + sin a sin p cos y) +— 
dd : : : L* 
+ ot (sin & sin y — cos a sin f cos y) — - cos f cos y 


et 
F, = FcosBsiny, F,=—Fsinf, F, = —F cos f cos Y. 
(2.6.32) 
En introduisant dans les égalités (2.6.23) les valeurs de Ox» Wu O 79 
Wxs Wyr Wzr Fxs Fy données par les formules (2.6.30) à (2.6.32), on 
obtient le système de quatre équations différentielles du premier or- 
dre par rapport aux variables cherchées a, f, y et e: 


— [+ (sin & sin y — cos a sin f cos y) + 


ff. da … 8; ]2 _ 
+ (o +27) cosBcosy 7 Sin 2B cos e — 


= | {-n[-5 sin @ cos B + &v cos a cos f—— sin B]-Fsinp}, 


+ (2B cos e) — —1{—m [Se (cos « cos y — sin & sin sin y) + 
+ œv (sin & cos y + cos a sin B sin y) ++ cosBsin v]+FcosBsin y} L 


[+ (sin a cosy +cosasinfBsin n—-(o++) cos f sin y + 


+$ cos y 2Bcose= 0, 


( +. “AQ À. dy : 
— [+ cos a cos + (o++) sin B+<? |28sine=N. (2.6.33) 

Pour un choix déterminé du moment NV en tant que fonction de 
l'angle & (la moitié de l’angle de « décalage » des gyroscopes) le sys- 
tème de quatre équations différentielles du mouvement de la gyro- 
sphère, que nous venons d'établir, peut admettre une solution particu- 


lière importante, quelle que soit la forme des fonctions v (t) et w (t} 
continues et dérivables. Dans cette solution, les angles a, B et y 
sont identiquement nuls, alors que l'angle & est lié à v (t) par une 
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simple relation trigonométrique. Ceci signifie en particulier que les 
paramètres de la gyrosphère peuvent être choisis de telle sorte que 
pour des conditions initiales convenables de son mouvement le trie- 
dre xyz lié à la gyrosphère (v. fig. 83) soit constamment confondu avec 
le trièdre naturel de Darboux z°y°z°, quel que soit le déplacement du 
centre de la sphère sur la surface terrestre. Ainsi, tout se passe dans ce 
cas comme si le trièdre xzyz « suivait » le trièdre naturel de Darboux 
z y°2, quelles que soient la vitesse v = v (t) de leur sommet commun 


et la composante verticale w{o = & (t) de leur vitesse angulaire com- 
mune. Par là même, l’axe x se trouve dirigé, tout le temps, suivant le 
vecteur vitesse linéaire de la gyrosphère, c’est-à-dire suivant la vites- 
se de son centre. Proposons-nous d'établir les conditions dont la 
réalisation assure l'existence d’une telle solution. En introduisant 
dans le système d'équations différentielles (2.6.33) « = B = y = 0, 
aous obtenons les égalités 


w2B cos e — Im, 


TL (2B cose) =im © (2.6.34) 


dt ? 
0 = 0, 
—2Bsine=N, 
dont la troisième est déjà une identité. La première et la deuxième 


égalité se transforment. elles aussi, en identités si pour fonction 


Cherchée e de la solution particulière qu’on se propose de trouver on 
prend 


e — O (t), (2.6.35) 
Où © (ft) est la racine courante de l'équation trigonométrique 
2B cos o = imv (t). (2.6.36) 


Enfin. la quatrième égalité se transforme en identité si le dispositif 
gyroscopique est réalisé de telle sorte que ler moment W ne dépende 
que de l'angle € et s'exprime dans le cas général par la formule 


N = — 8 cose sine. (2.6.37) 


ImR 

Pour s'en assurer, il suffit maintenant d’introduire dans les deux 
membres de la quatrième égalité (2.6.34), compte tenu de la formule 
{2.6.37), la fonction © (t) au lieu de l’angle & et de remplacer v par sa 
représentation par l’intermédiaire de la même fonction © ({t) suivant 
l'équation (2.6.36). 

Comme il a été montré plus haut, la variation du moment 
{égal à la différence des moments M1, et M1) en fonction de l'angle e 
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est précisément de la forme (2.6.37) si les boîtiers des gyroscopes sont 
liés l’un à l’autre par un ressort (fig. 80). La comparaison des formu- 
les (2.6.16) et (2.6.37) montre que la raideur À du ressort et la distan- 
ce r des points de sa fixation aux axes des boîtiers doivent être choi- 
sies de telle sorte qu’elles soient liées à la valeur du moment cinéti- 
que propre B, à la masse m de la gyrosphère et au métacentre / (distan- 
ce du centre géométrique de la gyrosplhère à son centre de masse) par 
la relation 

P2 


— mR * 


Kr° (2.6.38) 
Dans ce cas le dispositif gyroscopique décrit devient un gyrocompas 
spatial. Arrêtons-nous sur ses propriétés. 

Du fait de ce qui précède, si les conditions initiales 


a (0) =0, B(0)=0, y(0)=0, 28 cos e (0) = miv (0) 
(2.6.39) 


sont réalisées, le mouvement ultérieur de la gyrosphère se produit de 
telle sorte que sont vérifiées les égalités 


aœ(t) =0, B()—=0, y(t)=0, et) =ot(t), (2.6.40) 


où © (t)est, comme précédemment, la racine de l’équation trigonomé- 
trique (2.6.36). 

Ainsi, les arêtes du trièdre zyz lié à la gyrosphère seront constam- 
ment confondues avec les arêtes respectives du trièdre naturel de 
Darboux z°y°z°. quel que soit le mouvement de la gyrosphère sur la 
surface de la Terre. Un tel mouvement de la gyrosphère sera dit 
stationnaire. Dans le cas du mouvement stationnaire, l'axe z ou. ce 
qui revient au même, le diamètre vertical de la gyrosphère constitue 
un prolongement du rayon de la Terre, alors que l'axe x est dirigé 


suivant le vecteur vitesse « absolue » v du centre géométrique de la 
gyrosphère. De plus, en partant de la valeur courante de l'angle &, 
on peut, sans avoir à tenir compte de l'information provenant de 
l'extérieur, déterminer, d'après la formule (2.6.35) et l'équation 
(2.6.36), la valeur courante de la vitesse « absolue » (c'est-à-dire 
rapportée à la sphère non tournante S) du centre géométrique de la 
gyrosphère. Les propriétés remarquables du compas gyroscopique 
spatial que nous venons d’énumérer permettent de l'utiliser dans les 
systèmes de navigation par inertie (voir plus loin chap. V), ainsi que 
comme détecteur de mouvement angulaire pour la stabilisation des 
plates-formes dans le plan de l'horizon géocentrique local, c'est-à-dire 
dans le plan tangent à la sphère terrestre. 

Soit, par exemple, une gyrosphère installée à bord d'un navire 
à quai, c'est-à-dire immobile par rapport à la Terre en rotation. 
Dans ce cas, la vitesse « absolue » de son centre géométrique est diri- 
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gée suivant la tangente au parallèle du lieu et a pour valeur 
uv — RU cos y, (2.6.41) 


où ÜU est, comme précédemment, la vitesse angulaire de la Terre; 
R le rayon de la Terre et @ la latitude du lieu où se trouve le navire. 

Admettons que la gyrosphère s'est mise en état de « repos » par 
rapport à la Terre et que l'angle 2e des axes des rotors a pris une 
valeur stationnaire 2e°. Dans ce cas, le premier membre de la dernière 
égalité peut se mettre, en vertu de la formule (2.6.35) et de l'équa- 
tion (2.6.36). sous la forme 


o 28 9 
= cos e°, (2.6.42) 
ce qui donne. compte tenu de l'égalité (2.6.41), la relation 


9 


COS @ — _— cos e°. (2.6.43) 


Ainsi, le gyrocompas spatial placé sur un support fixe peut égale- 
ment servir de gyroscope de latitude. En mesurant l’angle e° égal à la 
moitié de l’angle de décalage des gyroscopes, on peut déterminer, 
à l’aide de la relation (2.6.43) (sans avoir recours à l’observation des 
astres, ni à l’utilisation des signaux radio-électriques), la latitude 
de l’endroit où l'on se trouve. 

En principe, les paramètres B, !, m d'un compas gyroscopique 
spatial et les paramètres X et r de son ressort peuvent être choisis de 
manière à réaliser non seulement la condition (2.6.38) mais aussi à vé- 
rifier l'égalité 

ImRU = 2B. (2.6.44) 


Dans ce cas, la latitude q@ sera exactement égale à l'angle e°. 
Lorsque le navire est au point fixe par rapport à la Terre en rota- 
tion, l'axe x lié à la gyrosphère est dirigé, lors du mouvement station- 
naire de la gyrosphère, comme il a déjà ete dit, suivant la tangente au 
parallèle du lieu, c’est-à-dire vers l’est. En conséquence, l'axe y est 
orienté exactement vers le nord. Si le véhicule porteur du gyroscope 
se déplace sur la sphère terrestre, l'axe y n’est plus dirigé vers le nord. 
Soient Vx et VE les composantes Nord et Est de la vitesse de la 
gyrosphère mobile avec le navire par rapport à la Terre. Il est évident 
que, dans ce cas, la vitesse « absolue » v de la gyrosphère est égale à la 
somme géométrique des composantes Vu, VE et de la vitesse v° — 
— RU cos ® due à la rotation de la Terre et dirigée vers l'est, du 
point où se trouve le navire. Il n’est pas difficile de voir (fig. 84) que la 
vitesse « absolue » de la gyrosphère s’écarte de la direction Est d'un 
angle Ô tel que 
Vx 
tg Ÿ — AU rs: (2-6.45) 
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Supposons que la gyrosphère est au régime stationnaire. L'axe y lié 
à la gyrosphère et confondu avec son diamètre Nord-Sud s'écartera 
alors du même angle 8 de la direction Nord. Dans ce cas-là, la direc- 
tion de l'axe y est appelée gyronord. L'angle Ÿ d'écart du gyronord par 
rapport au nord vrai est aussi appelé erreur (déviation) de vitesse ou 
encore erreur de route du compas gyroscopique !). 

La formule (2.6.45) pour l’angle Ÿ. qui figure dans tous les ma- 
nuels et guides de compas gyroscopiques ne fournit pas une solution 


d°=RUC0OS F Ve E 
Fig. 84 


rigoureuse au problème. En effet, les valeurs de la composante Nord 
VNn et de la composante Est V£ de la vitesse du navire ne peuvent 
pas être déterminées sans connaître le cap du navire, uniquement à par- 
tir des valeurs données de la vitesse F elle-même et de l'angle de 
dérive, c'est-à-dire de l’angle compris entre la direction de la vites- 
se V'et l'axe longitudinal du navire (v. tome I, chap. I, $ 1). Or, le 
cap vrai du navire reste inconnu tant qu on n'a pas trouvé la valeur 
de l’erreur de route 8 ; cette dernière dépend. en vertu de la formu- 
le (2.6.45), des valeurs de VYx et V£ . En effectuant une transforma- 
tion simple qui découle avec évidence des considérations géométri- 
ques (v. fig. 84). il n’est pas difficile d'obtenir la formule suivante : 


sin Ü =, (2.6.46) 


qui ne souffre pas d'inconvénient mentionné. Dans cette formule, V, 
est la projection de la vitesse du centre de la gyrosphère sur l'axe y 
qui lui est lié (gyronord). c'est-à-dire sur une droite dont la position 
par rapport au navire est connue. 


1) Exactement la mème erreur de route est faite non seulement par un 
compas gyroscopique spatial dans lequel sont réalisées les conditions initiales 
(2.6.39) indiquées plus haut. mais aussi par le gyrocompas ordinaire dont le 
système amortisseur est arrêté après l’évanouissement des oscillations propres 
(grâce à l'action des forces d'amortissement). 
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Revenons maintenant aux équations (2.6.33) du mouvement de la 
gyrosphère considérée en tant que système mécanique à quatre degrés 
de liberté. Supposons que les conditions initiales (2.6.39) de son 
mouvement stationnaire ne sont pas réalisées. Dans ce cas. on peut 
s'attendre que le mouvement de la gyrosphère sera proche de ce mou- 
vement-là. Nous appellerons ce mouvement perturbé et utiliserons 
pour son étude la méthode des petites oscillations. À savoir, suppo- 
sons petits les angles &, B et y, ainsi que la différence 


Ô = € — © (t). (2.6.47) 


Remplaçons dans les équations (2.6.33) le moment À par son ex- 
pression (2.6.37), et la variable £ par la somme © + 6 suivant l'égalité 
(2.6.47). Puis, développons les premiers et les seconds membres de ces 
équations en séries suivant les puissances des variables «, B, y et Ô 
et ne gardons dans ces développements que des termes de premier or- 
dre. Il vient 


_ (F—-7B+o) 2B cos 6 + w6 2B sin o— 


= —Îm ( -+ a+ @u——— B)— LFB, 


+ (2B cos o—02Bsinc)=Îm (5 + ave )—1 (F— is ] y; 
d (2.6.48) 


(F+7a—uv) 2Bcoso=0, 
—(T+ + +08) 2B sin o—-62B coso— 


2 
2e (cos © sin o + ô cos? o — 6 sin? o). 


Ces équations peuvent être simplifiées davantage si l'on utilise 
l'égalité (2.6.36) et de plus on pose, comme au $ 4 du présent chapi- 
tre, 


F— su emg=F. (2.6.49) 


On obtient, après quelques transformations assez simples, 


d va — Ô2Bsino dy 62Bsino__ 7 


VER SE VR  Gme 
(2.6.50) 

8 ., va = y CRE va 

dt VER | dt miVEeR VER? 

ou 


n,=V/ € (2.6.51) 
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est la pulsation de Schüler que nous avons déjà rencontrée au $ 4 du 
présent chapitre. 

Les équations (2.6.50) peuvent subir l'opération de « compres- 
sion » (v. $ 1 du présent chapitre) qui donne, comme on peut s’en 
assurer facilement, un système de deux équations différentielles 

À +inx= iou, 
: . (2.6.52)} 
u : ! 
PTE + in, = 1OX 


dans lesquelles x et u sont des fonctions à valeurs complexes de la 
variable réelle ?, qui sont liées aux variables initiales cherchées par 
les relations 


Lx 


= = + ip, 
6 
9 Q 
. Ô2Bsino 6:00} 
u — PL +, 
mly £R 


Le système (2.6.52) admet une représentation sous forme de deux 
équations différentielles indépendantes 


Fr Ve) + i (0) (+ 1) =0, 


à a (2.6.54) 
(up) + i(n, + 0) (xp) =0 
dont chacune s'intègre par des quadratures. On a 

? 

X+ = (%o + Uo) EXP [ —: | (n, — ©) dt | ; 
0 ° 
, (2.6.55} 

X— HU = (%o — Lo) EXP [ —i | (ns + w) dt |, 
0 


où #, et u, sont les valeurs des variables 4 et u à l'instant initial 
t = 0. 

Supposons que le mouvement du navire est tel que la fonction 
w — & (t) est constante. Il découle alors de la forme des formules 
(2.6.55) et des relations (2.6.53) que les fonctions va, B, + et 


Ôsino (ti) s'expriment par l'intermédiaire des superpositions des fonc- 
tions harmoniques de pulsations 


R = —0, R=n, +0. (2.6.56} 


Il en sera ainsi, par exemple, lorsque le navire est au point fixe 
(à l'ancre ou à quai). Dans ce cas, la vitesse angulaire du trièdre natu- 
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rel de Darboux ayant son sommet au centre de la gyrosphère sera égale 


à la vitesse angulaire U de la Terre. Ainsi, la composante verticale 
de la vitesse angulaire de ce trièdre doit être considérée comme égale 
à la composante verticale U sin @ de la vitesse angulaire de la Terre 
(v. $ 3 du présent chapitre). Si le navire se déplace le long de l'équa- 


teur, la valeur de w s’annule et les deux pulsations n, et n. deviennent 
égales à la pulsation », de Schüler. 

Considérons à titre d'exemple les conditions initiales suivantes 
du mouvement de la gyrosphère : 


aæ(0)=a #0, B(0)—0, y(0)—0, 8(0)—0. (26.57) 


Dans ce cas. les relations (2.6.53) deviennent 


Os 0: (2.6.58) 
y «R 


En supposant la fonction & toujours constante, on tire des formu- 
les (2.6.55) 
re (0)æ | . | _ 
nr PIS (n,—w)t]+exp[ —i(r,+o)t]}, 
. (2.6.59) 


— LOT fexp(—i(n,—@)t}—exp(—i(r, +o)t]}. 
23 £R 


En tenant compte de nouveau des relations (2.6.53), on en tire en 
particulier 
uv (0) œ 9 
Œ = do y COS nt cos ot. (2.6.60) 
Si, de plus, le navire est immobile par rapport à la Terre, la gyro- 
sphère sera animée, en vertu de la dernière égalité, pour les condi- 
tions initiales (2.6.57), d’oscillations en azimut du type des batte- 
ments harmoniques de période égale à la période de Schüler : 


2: R A — 
T,= 2 21 Le 844 mn. (2.6.61) 
La période de variation de l'amplitude de ces oscillations : 
2 6.62 
| = = Tang (2.6.62) 


est égale à la période du pendule de Foucault ; à la latitude de 60° 
elle vaut 28 heures 41 minutes. Pendant le premier quart de cette 
période, la gyrosphère effectue près de cinq oscillations complètes 
avec une amplitude décroissant presque jusqu'à zéro, ce qu’il serait 
tout à fait erroné de prendre pour un amoartissement naturel de ses 
mouvements. En réalité, si la gyrosphère est réalisée de telle sorte que 
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le frottement dans les dispositifs de suspension de ses gyrosropes est 
négligeable, l’amplitude de ses oscillations de période de Schüler 
croîtra au cours du quart suivant de la période 7, (v. fig. 85). Il 
faut s'attendre que quelque chose de pareil se produise dans certains 
schémas de navigation par inertie dont le comportement se décrit par 
des équations différentielles ayant beaucoup de commun avec les 
équations du compas gyroscopique spatial. 

Signalons, avant de clore ce paragraphe, une propriété dont jouit 
l'élément sensible d'un compas gyroscopique à deux rotors. Suppo- 
sons comme précédemment que la suspension de l'élément sensible, 


d 


do 


Left 


Fig. 85 


c'est-à-dire de la gyrosphère, soit exempte de frottement et que le 
moment V des forces appliquées aux boîtiers des gyroscopes s'expri- 
me par la formule (2.6.16). Alors, la troisième et la quatrième équa- 
tion du système (2.6.23) nous donnent 


&,2B cos e — 0, —w,2B sine = — 4 Xr* cos e sine. (2.6.63) 
Il en résulte pour e 0 et e -£ n/2 les égalités 
2Ar? 
OL; =0, ©, — F COS €. (2.6.64) 


Ces égalités sont valables quel que soit le mouvement dont est animé 
le centre géométrique de la gyrosphère. En particulier, le gyrocompas 
peut être placé à bord d’un mobile dont l'altitude au-dessus de la 
Terre est variable, dans la cabine d’un véhicule spatial ayant ses 
propulseurs en marche, etc. En outre, la réalisation de la condi- 
tion (2.6.38) qui rend spatial le gyrocompas n’est nullement nécessai- 
re. Quant au cas du gyrocompas spatial, si l’on tient compte de la 
condition mentionnée (2.6.38), la deuxième égalité (2.6.64) prend 
la forme 


wy= cos e. (2.6.65) 
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Pour ce qui est de la projection w. de la vitesse angulaire de l'enve- 
loppe de la gyrosphère sur son diamètre vertical (parallèle aux axes 
des boîtiers), elle est déterminée suivant la première des équations 
(2.6.23) par la somme M, des moments, par rapport à l'axe zx, des for- 
ces appliquées au centre de masse de la gyrosphère, y compris les 
forces d'inertie d'Euler (v. plus haut), ainsi que par l’angle 2e de 
décalage des gyroscopes et par la valeur À du moment cinétique 
propre de chacun d'eux. 

Ainsi, l'enveloppe de la gyrosphère représente un corps solide 
dont la vitesse angulaire est limitée (dans le cadre de la théorie de 
précession des gyroscopes) par deux conditions (2.6.64) du type de 
liaison non holonome (v. tome I, chap. IV). 

Ce qui vient d'être exposé permet de comprendre les particulari- 
tés caractérisant le comportement de l'élément sensible du compas 
gyroscopique à deux rotors (de la gyrosphère) en cas de son utilisa- 
tion dans les systèmes de navigation par inertie. 


$ 7. Intégrateur gyroscopique 


Ce petit paragraphe est consacré à l'étude d'un appareil appelé 
intégrateur gyroscopique ou encore gyroscope intégrateur d’accélérations 
apparentes qui est utilisé à côté des accéléromètres (v. plus loin 
chap. IV, $ 1) dans les systèmes 
de guidage par inertie des fusées 
balistiques et des systèmes de na- 
vigation par inertie des mobiles 
(v. plus loin chap. IV et V). Cette 
étude fournit un exemple de prise 
en compte des petites grandeurs 
de deuxième ordre dans la théorie 
des gyroscopes. 

Le gyroscope de cet appareil 
(fig. 86) présente un déséquilibre 
statique par rapport à l’axe du boi- 
tier. L'axe de l'anneau de cardan 
extérieur est soumis à l’action d’un 
couple, développé par un moteur 
électrique, qui assure le maintien de 
l’axe du rotor dans une direction 
perpendiculaire au plan de l'anneau. 
La commande du moteur électrique 
s'obtient à l’aide d’un dispositif à 
contacts monté sur l'axe du boî- 
tier. Sous l’action de la force de pesanteur et des forces d'inertie 
d'entraînement dues au mouvement de translation du support (géné- 
ralement, une plate-forme stabilisée) le gyroscope est animé d'un mou- 


Fig. 86 
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vement de précession autour de l’axe de l’anneau extérieur. L'angle 
de rotation correspondant sert de l’une des grandeurs de départ uti- 
lisées dans le système de commande du véhicule. 

Lors des essais de l’appareil sur un support fixe incliné, on a cons- 
taté que la période de précession du gyroscope dépend de façon 
substantielle de l'angle d'écart constant que l'axe du gyroscope 


Fig. 87 


présente par rapport à la perpendiculaire au plan de l’anneau exté- 
rieur. Dans ce qui suit nous donnons de ce phénomène une inter- 
prétation théorique. 

Désignons par 0 l’angle d'écart de l’axe z de l’anneau extérieur 
par rapport à la verticale Z et introduisons un système de coordon- 
nées En C lié au support de l'appareil (fig. 87). Orientons l’axe & de ce. 
système suivant l’axe z de l’anneau extérieur et plaçons l’axe E dans. 
un plan horizontal perpendiculairement au plan vertical contenant. 
les axes Z et z. 

Associons à l'anneau extérieur du gyroscope un système de coor- 
données zyz, en faisant coïncider son axe z avec l’axe & et en diri- 
geant son axe y suivant l’axe du boîtier du gyroscope. L'angle des axes 
ë et x sera désigné par. Enfin, désignons par 6 l'angle dont l’axe du 
rotor du gyroscope s’écarte de l’axe x, c’est-à-dire de la perpendiculai- 
re au plan de l’anneau extérieur. 

La précession autour de l’axe de l'anneau extérieur est due à un 
moment de la force de pesanteur du gyroscope par rapport à l’axe 
du boîtier, c’est-à-dire par rapport à l’axe y. Pour calculer ce moment, 
remarquons que d’après les formules bien connues en mécanique il est 


11" 
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donné par l'expression 
My = 2 (mg): — ze (M£):, (2.7.1) 


où zx. et z& sont les coordonnées du centre de gravité du gyroscope 
dans le système xyz; (mg). et (mg), sont les projections de la force de 
pesanteur mg du gyroscope sur les axes respectifs x et z. Il est évi- 
dent que 


Te — ACOSO, Z — a sin 6, (2.7.2) 


où a est la distance du centre de gravité du gyroscope au centre 
géométrique de sa suspension. 

Pour déterminer les projections de la force de pesanteur sur les 
axes du système de coordonnées xyz remarquons que ses composantes 
le long des axes £, n et & ont pour valeurs respectives (v. fig. 87) 

0, mg sin0, —mg cos 6. (2.7.3) 
La dernière d’entre elles est encore la projection de la force mg sur 
l'axe z (6). Pour trouver la projection de la force de pesanteur sur 
l’axe zx, il convient à son tour de projeter sur cet axe la composante 
de cette force suivant l’axe n; on obtient finalement l'expression 
suivante 


(mg), = — mg sin 0 sin Y. (2.7.4) 

Ainsi la formule (2.7.1) donnant le moment M, peut être mise sous 
la forme 

M, = mga (cos Ô cos 0 — sin 6 sin 8 sin y). (2.7.5) 

D'après la théorie de précession des gyroscopes, le moment Af, 


est égal à la composante, suivant l'axe y, de la vitesse de déplace- 
ment de l'extrémité du vecteur moment cinétique propre H du 


= 


gyroscope, c'est-à-dire à la quantité 
dÿ 
H cos 0. (2.7.6) 


En effet, dans le cas considéré, le support est fixe et l’angle 6 est cons- 


tant. Aussi, l'extrémité du vecteur H décrit-elle autour de l’axe £ (2) 
une circonférence de rayon À cos ô. En égalant les expressions (2.7.5) 
et (2.7.6), on obtient l'équation différentielle 


H cos Ô ee — mga (cos ô cos 6 — sin 6 sin 8 sin +). (2.7.7) 


Cette équation peut, bien entendu, s'obtenir directement à partir 
des équations (2.3.11) du mouvement du gyroscope suspendu à la 
cardan, si l’on remplace les désignations des angles & et B par celles 
des angles Ÿ et 6. 
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Après la séparation des variables dans l'équation différentielle 
(2.7.7) et son intégration, on obtient l'égalité 


\ 
H- cos Ô df e 
Fun l'emccmu-smonndne (7 
Vo 


dans laquelle 1}, est la valeur de l’angle 1} à l'instant initial { = 0. 

Pour calculer la période de précession T, c'est-à-dire le temps de 
révolution complète de l'anneau extérieur du gyroscope, il convient 
de poser ici %Ÿ, = 0 et 1 — 21, ce qui donne dans le cas des angles 
6 et Ô constants !) 


ft H 27 
= ST SE TETE TTS E ” mpga cos 0 11—(tg6tg0) 
0 


(2.7.9) 


La relation ainsi obtenue est une généralisation de la formule connue 
pour la période de précession d'une toupie lourde. En effet, pour 
— 0 (l’axe de précession vertical) la période est égale à 


— (2.7.10) 


m£ga ? 


quelle que soit la valeur de l'angle 6 *). 
Posons nulle la valeur de l'angle ô dans la formule (2.7.9), 
c'est-à-dire admettons que la direction de l'axe de rotation propre 


du gyroscope (c'est-à-dire du vecteur moment cinétique propre À) est 
constamment amenée en coïncidence avec l'axe r qui est perpendicu- 
laire au plan yz de l'anneau extérieur. Désignons par 7, la période de 
précession correspondant à ce cas. Alors la formule (2.7.9) donne 


21H 
Po cou (2.7.11) 

Revenons à la formule (2.7.9). Il est évident que pour 0 0 la 
période de précession croît avec l'angle ô, quel que soit le signe de ce 
dernier. Ce fait a été constaté par voie expérimentale avant l’établis- 
sement de la formule (2.7.9). 

Pour des calculs pratiques concrets, dans la formule (2.7.9) on 
peut poser avec une approximation suffisante 


1 
Vite: 6tg’0 


1) Voir /J. Duwight « Tables of Integrals and Other Mathematical Data », 
1947 


œ ir te 0tg°0 & 1 — + 6° tg®60. (2.7.12) 


2) Voir J{uxosau E. JT. « Teopua rupockounos » (E. Nikolaï « Théorie des 
gyroscopes »). M.-J1., locrexusxaT, 1948 (en russe). 
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La formule qui en résulte 
T=To(1++6tg20) (2.7.13) 


peut s’obtenir également par une autre voie. Développons en série 
l'expression à intégrer (2.7.9) et intégrons-la terme à terme. Il vient 


27 . 27 
Î 1—tg6tg0snt | [1 + tg Ô tg 0 sin + 
0 


+tg’ô0tg’6sin?d+...]dp—2n+ntg ôtg0+... (2.7.14) 


En ne gardant ici que deux premiers termes du développement et en 
remplaçant la valeur de tg Ô par Ô, on est conduit de nouveau à la 
formule (2.7.13). 


Exemple numérique. — Soient 0 — 45° et 6 = 0,07 (4°). 
La formule (2.7.13) donne 


T=T, (14 6 tg° 0) —1,002474, 


c'est-à-dire que l'erreur de mesure de la période de précession est approximative- 
ment égale à 0,25 6 par rapport au cas où ô = 0 


Ainsi, pour que le fonctionnement de l'intégrateur gyroscopique 
soit précis, la valeur de l’angle Ô doit être rendue aussi petite que 
possible. 

En opérant de façon identique, on peut déterminer l’erreur de 
l'appareil dans le cas où le centre de masse du système mécanique 
« boîtier — rotor » ne se trouve pas sur l’axe de rotation propre du 
rotor. 
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CHAPITRE III 


THÉORIE DE NUTATION DES GYROSCOPES 


$ 1. Gyroscope équilibré. Théorie rigoureuse 


Dans la théorie de précession des gyroscopes, on considère que la 
masse des anneaux de la suspension à la cardan et le moment équa- 
torial d'inertie du rotor sont sans importance et on les pose égaux 
à zéro (v. plus haut chap. II, $ 1). De ce fait, le système d'équations 
décrivant le mouvement de l’axe du rotor d’un gyroscope suspendu 
à la cardan est, même dans le cas le plus général, seulement du qua- 
trième ordre. Ces équations dites de précession décrivent assez bien le 
changement d'orientation de l’axe du gyroscope dans le cas des mou- 
vements angulaires lents de son support et de la variation continue 
des forces qui s'exercent sur le gyroscope. Dans ce cas, on a en vue 
que le centre de gravité du rotor se situe exactement sur l'axe de sa 
rotation propre ; on suppose également que cet axe est à la fois l'axe 
de symétrie dynamique du rotor. Mais les équations de précession 
ne permettent pas de décrire les oscillations (nutations) de l’axe d'un 
gyroscope suspendu à la cardan, qui prennent naissance, par exem- 
ple, après un choc subi par l’un des anneaux de cardan ou en cas 
d'une brusque variation des forces appliquées au gyroscope. 

Signalons une circonstance importante. Supposons que dans les 
axes de la suspension du gyroscope il n'y a pas de frottement, que 
les anneaux de cardan et le rotor ne sont soumis à aucune force exté- 
rieure et que le gyroscope est équilibré, c'est-à-dire que le tentre de 
masse commun au rotor et à l’anneau de cardan intérieur coïncide avec 
le centre géométrique de la suspension à la cardan et que de plus le 
centre de masse de l'anneau extérieur se situe sur son axe. Dans ce 
cas, suivant les équations de la théorie de précession, l’axe de rotation 
propre du gyroscope doit conserver son orientation par rapport aux 
étoiles fixes indépendamment de ce que le support du gyroscope soit 
immobile ou animé d’un mouvement arbitraire (pourvu que l'axe du 
rotor ne soit pas amené en coïncidence avec l'axe de l'anneau de cardan 
extérieur). Or, l'analyse des équations dites complètes (ou de nuta- 
tion) du gyroscope qui tiennent compte des masses des anneaux de 
cardan et du moment d'inertie équatorial du rotor, montre qu’une 
telle conclusion n'est justifiée qu'approximativement. En réalité, 
dans le cas d’une nutation (vibration angulaire) du gyroscope ou des 
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oscillations angulaires de son support, la direction moyenne de 
l'axe de rotation propre du rotor s'écarte systématiquement de sa 
position de départ, malgré l’absence totale du frottement dans les 
axes de la suspension à la cardan. Ainsi, le déplacement continu de 
la direction moyenne de l'axe vibrant du rotor représente une dérive 
du gyroscope, qui est inexplicable au point de vue de la théorie de 
précession. Le même phénomène de dérive se manifeste lorsque l'axe 
du rotor ne coïncide pas avec l’axe de symétrie dynamique, c'est-à- 
dire dans le cas d’un déséquilibre dynamique du rotor. 

Le présent paragraphe est destiné à étudier, en partant des équa- 
tions complètes (équations de nutation), le comportement d'un gyro- 
scope équilibré décrit plus haut, placé sur un support fixe, dans le 
cas où les axes de sa suspension à la cardan tournent sans frottement et 
aucune force extérieure ne s'applique ni aux anneaux de cardan, ni 
au rotor. Un tel gyroscope sera considéré comme un ensemble de 
trois corps solides parfaits: le rotor, l'anneau de cardan intérieur et 
l'anneau de cardan extérieur, qui sont reliés entre eux et au support 
par des articulations parfaites. Nous supposerons également que les 
axes des articulations sont les axes d'inertie principaux des anneaux 
correspondants. 

On peut indiquer plusieurs méthodes permettant d'établir les 
équations différentielles du mouvement d'un gyroscope suspendu 
à la cardan et considéré comme un ensemble de trois corps solides. 
L'une d'elles consiste à obtenir les équations différentielles d'Euler 
pour chacun des corps constitutifs mentionnés et à exclure ensuite 
les forces de leur interaction (réactions normales des paliers), en 
appliquant la troisième loi de Newton (une telle méthode a été utili- 
sée en partie au chap. II, $ 3). Dans une autre méthode, décrite au 
chap. II, $ 5, on établit successivement les relations exprimant les 
variations de la projection, sur un axe convenablement choisi, du 
moment cinétique du rotor lui-même, puis de l’ensemble du rotor et 
de l'anneau de cardan intérieur et enfin, de tout l’ensemble des corps 
comprenant le rotor, et les anneaux de cardan intérieur et extérieur. 
La méthode qui sera appliquée ici a un caractère un peu plus formel 
mais elle mène au but en quelque sorte automatiquement. Elle consis- 
te à établir les équations de Lagrange de deuxième espèce. 

Commençons par introduire, comme nous l’avons fait au chap. II, 
$ 1, quatre systèmes de coordonnées suivants : ën 6 lié dans ce cas au 
support immobile du gyroscope, xz:y:z, lié à son anneau de cardan 
extérieur, Z:ÿ1Z, lié à l’anneau de cardan intérieur et enfin, xzyz lié 
au rotor de gyroscope (fig. 45). Soit z,, comme précédemment, l’axe 
de rotation de l'anneau de cardan extérieur par rapport au support, 
qui se confond avec l’axe E lié à ce dernier. Si & désigne l'angle de 
rotation de l’anneau extérieur par rapport au support (fig. 50) et À, 
son moment d'inertie par rapport à l'axe x, (£), l'énergie cinétique 
de cet anneau sera donnée dans le cas d’un support immobile par la 
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formule 


1 da \2 
Ta= Ai( =) . (3.1.1) 

Dirigeons l'axe y, suivant l’axe de l'anneau de cardan intérieur 
et faisons coincider avec lui l’axe y, du système de coordonnées z:y:2: 
attaché à l’anneau extérieur. Puis, désignons par B l’angle de rota- 
tion de l’anneau de cardan intérieur par rapport à l’anneau extérieur 
(v. fig. 51). Montrons que l'énergie cinétique de l’anneau intérieur 
s'exprime par la formule 


Ti=+ [4 (+ cosB) + B, (= Se) +0 (+ sinp)"] (3.1.2) 


dans laquelle À,, B, et C, sont les moments d'inertie principaux de 
cet anneau, c'est-à-dire les moments d'inertie par rapport aux axes 
respectifs z,, y, et z.. 

En effet, la vitesse angulaire de l’anneau intérieur vaut la somme 
géométrique de la vitesse angulaire da/dt de l’anneau extérieur diri- 
gée suivant l’axe x, et de la vitesse angulaire (relative) df/dt de l’an- 
neau intérieur par rapport à l’anneau extérieur (v. fig. 51). Cette 
dernière est dirigée suivant l’axe 7, (y.). L'angle des axes 7, et 
z\ (et, bien entendu, des axes z, et z,) est égal à f. De ce fait, les 
quantités 


d d da 
Pi = “cos f, n= À, Re dt —— Sin P (3.1.3) 


sont les projections de la vitesse angulaire de l’anneau de cardan 
intérieur respectivement sur ses axes d'inertie principaux z;, y, et 2. 
Si on les introduit dans la formule 


Ti= (Apt Bigë+ Ciri) (3.1.4) 


donnant l’énergie cinétique d'un corps solide en mouvement autour 
d’un point fixe (autour de l'origine du système de coordonnées 
T1ÿ1), On est conduit à l'expression (3.1.2). 

Pour calculer l’énergie cinétique du rotor, on peut utiliser le méme 
système de coordonnées z,7,2,- Sans restreindre la généralité des 
raisonnements, admettons qu'à l'instant considéré les axes zx et y du 
système xyz lié au rotor coïncident respectivement avec les axes x, 
et y,. La vitesse angulaire (relative) du rotor par rapport à l'anneau 
de cardan intérieur est dirigée suivant l'axe z qui se confond en 
permanence avec l’axe z,. Les projections de la vitesse angulaire du 
rotor sur les axes du système de coordonnées z,7,Z; ol donc par 


d 
= = cosf, a=À, T=— = E sinp+ © _ : (3.1.5) 


on y est l’angle * rotation du rotor de gyroscope par rapport à l'an- 
neau de cardan intérieur. 
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En faisant usage d’une formule analogue à (3.1.4), on obtient 
pour l'énergie cinétique du rotor l’expression suivante: 


ren (A[(Scs8) + )]+ - 
+C(Ssinp+ À). (3.1.6) 


Ici, À et C sont respectivement les moments d'inertie équatorial et 
polaire du rotor. 

L'énergie cinétique totale de l’ensemble mécanique sera désignée 
par ZT. Il est évident que 


Pa T ET LT: (3.1.7) 


En introduisant dans cette égalité les expressions (3.1.1), (3.1.2) et 
(3.1.6), on obtient la formule 


| 2 
T= + {[4, + (4i+ 4) cos? f + C; sin? (Se) + 
+ (Bi + 4) ( & L +C(+ sin + À \ } (3.1.8) 
qui peut se mettre sous une forme plus compacte suivante: 


T=+[J@ (+) +06 ($)"+c(S%sns+)]. (3.19) 


Les nouvelles désignations 


J (B) = À: + (41 + 4) cos* B + C, sin° B, (3.1.10) 
6 = B,+4A (3.1.11) 


introduites dans la formule (3.1.9) ont un sens mécanique bien sim- 
ple. À savoir, lo fonction J (B) sans monôme À cos* B représente la 
valeur courante du moment d'inertie total des anneaux de cardan 
extérieur et intérieur, par rapport à l’axe z, de rotation de l’anneau 
extérieur par rapport au support ou, ce qui revient au même, par 
rapport à l'axe E du système de coordonnées En & lié au support. A son 
tour, la constante 6 est égale à la somme des moments d'inertie du 
rotor et de l'anneau intérieur, par rapport au même axe 7, confondu 
avec l’axe y.. C'est autour de ces axes confondus que l’anneau inté- 
rieur peut tourner avec le rotor (qui tourne de plus autour de son 
propre axe) par rapport à l’anneau de cardan extérieur. 

Les angles «&, B et y sont les coordonnées généralisées de l’ensemble 
mécanique considéré de trois corps solides liés l’un à l’autre par 
des liaisons holonomes (ou plus exactement, scléronomes). On sait 
que les équations de Lagrange de seconde espèce pour de tels systè- 
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mes revêtent la forme suivante: 


d ÔT ôT 
LT pool ir 2 2 k=—1,2,...,n, (3.1.12) 


où n est le nombre de degrés de liberté égal, dans le cas considéré, 
à trois. 

Les forces généralisées Q, figurant dans les équations (3.1.12} 
doivent être considérées, dans les h ypothèses adoptées plus haut, com- 
me absentes. Ceci étant, les coordonnées généralisées qg, ont pour va- 
leurs respectives 


D = Ga =, 3 — Y: (3.1.13) 
et, rien entendu, 
À d É d è d 
n= ee, =, D=%. (3.1.14) 


Remplaçons maintenant dans les équations de Lagrange (3.1.12) 
l'énergie cinétique T par son expression (3.1.9) et tenons compte des 
formules (3.1.13) et (3.1.14). Il s'ensuit trois équations différentielles 
du deuxième ordre 


re UE 7 +Cc(+ sinp+ —- Re) sing ]=0, 
Para PCT sin B + +) 7 cos B—0, 


‘dt F[c(+ di sin + À dt +) ]=0 
(3.115) 


par rapport à trois fonctions cherchées &, B et y. Ici, J”(B) est la 
dérivée par rapport à l'angle B de la fonction J(B) introduite con- 
formément à la désignation (3.1.10). 

Le système d’équations (3.1.15) admet une solution particulière 


évidente 
a = Ag PB = Boy Y —=[Yo + rt, (3.1.16) 


OÙ &o; Bo: Yo et » sont des constantes arbitraires. Le mouvement du 
gyroscope suspendu à la cardan, décrit par la solution (3.1.16), est 
dit stationnaire ?). 


1) On peut indiquer encore une solution particulière: & = «op + Got, 
Les Bos Y — Yo + nt qui correspond à un autre mouvement stationnaire. 
ourtant, cette solution ne satisfait identiquement au système d'équations 


différentielles (3.1.15) que si les constantes &, Bo et n sont liées par la rela- 
tion + * (Bo) &o + IH cos B, = 0, où H# = C (&, sin Bo + n). A cette solution 
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A la solution (3.1.16) correspond une rotation uniforme du 
rotor autour de l'axe z ou, ce qui revient au même, autour de l’axe z, 
qui ne change pas sa direction par rapport au système de coordonnées 
fixe EnC. L'orientation des anneaux de cardan reste, elle aussi, 
inchangée. 

Les coordonnées « et y étant cycliques, la troisième et la premié- 
re des équations (3.1.15) admettent les intégrales premières évidentes 
suivantes : 


c(+ sinp+ + L)= H (3.1.17) 


et 


AO + C(S sinp+ À L)sinf=6G. (3.1.18) 


Ici, À et G sont des constantes dont les valeurs se déterminent par 
les conditions initiales du mouvement du gyroscope suspendu à la 
cardan, à savoir par les valeurs de l’angle B et des dérivées des angles 
a et y par rapport au temps, à l'instant initial { — t,. 

L'intégrale première (3.1.17) coïncide avec une intégrale analo- 
gue des équations du mouvement du corps solide autour d’un point 
fixe dans le cas dit de Lagrange-Poisson. La constante H de cette 
intégrale sera appelée moment cinélique propre du rotor dans le 
système de coordonnées fixe En£& (v. chap. II, $ 1 du présent livre). 

Le premier membre de l’autre intégrale première, c'est-à-dire de 
l'intégrale (3.1.18), a un sens mécanique bien simple. Il représente le 
moment cinétique de tout l’ensemble mécanique (rotor et les deux 
anneaux de cardan) par rapport à l'axe x, qui coïncide avec l’axe E du 
système de coordonnées fixe En &. Le frottement dans les paliers de cet 
axe étant nul par hypothèse. il s'ensuit, en vertu du théorème géné- 
ral de dynamique sur le moment cinétique, que la grandeur G inter- 
venant dans l'égalité (3.1.18) a une valeur constante. Ceci signifie que 
l'intégrale première (3.1.18) peut s’obtenir sans procéder à l’établis- 
sement des équations différentielles (3.1.15). 

L'absence de frottement dans les articulations et l’absence de for- 
ces autres que les réactions normales dans les mêmes articulations 
prédéterminent l'existence d'une autre intégrale première du système 
d'équations différentielles (3.1.15), à savoir de l'intégrale de conser- 
vation de l’énergie de l’ensemble mécanique. Comme cette dernière 
est représentée dans le cas considéré par la seule énergie cinétique 7, 


correspond la rotation de l’anneau de cardan extérieur à une vitesse angulaire 


«, constante, l’angle des deux anneaux de cardan restant inchangé. Pour les 
questions examinées au cours du chapitre actuel, cette solution ne présente 
aucun intérêt. 


176 THÉORIE DE NUTATION DES GYROSCOPES [CH. III 


on obtient, en tenant compte de la formule ne 


[16 (+) +e (SE H)+cC(Ssins+ 2)" ]=, (3.119) 


où h est une constante. 

L'intégrale première (3.1.19) peut, bien entendu, s’obtenir direc- 
tement à partir des équations (3.1.15). A cet effet, il suffit d'addition- 
ner les premiers membres de ces équations, multipliés au préalable 
respectivement par da/dt, df/dt et dy/dt, et de remarquer que la 
somme ainsi obtenue est la dérivée totale par rapport au temps 
du premier membre de l'égalité (3.1.19). 

Les intégrales premières (3.1.17), (3.1.18) et (3.1.19), de même 
que les équations (3.1.15), constituent un système de trois équations 
différentielles, mais déjà du premier ordre par rapport aux mêmes 
fonctions cherchées a, B et y 

En utilisant l'intégrale ë. 1. 17), on peut mettre les intégrales 
(3.1.18) et (3.1.19) sous la forme 


J(B) Æ-+Hsinf = (3.1.20) 


et 
1B(%)" +6 ()"-E, (3.121) 


où Æ est une constante dont la valeur s'exprime aisément par celles 
de À et H. 


D'après la relation (3.1.20), on a 
da __G—Hsinf 
Jp (3.1.22) 
En introduisant le second membre de la dernière égalité dans l'inté- 


grale de l'énergie (3.1.21) au lieu de la dérivée de l’angle & par rap- 
port au temps, on est conduit à l'équation différentielle 


(G— H sin B)° dB 
+0 (+ La —E (3.1.23) 
qui ne fait intervenir que la seule fonction inconnue B = B (t). On 
en tire 
=+y S[(Ee- ARE), (3.1.24) 


si bien que la recherche de la fonction  (t) se ramène à l'inversion 
de l'intégrale hyperelliptique 


y OJ (B) df 


t—t, = a 
° £] V'EJ (B)—(G—H sin b}° 


(3.1.25) 
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dans laquelle la fonction J(B) est encore donnée par la formule (3.1.10), 
et B, est la valeur de l'angle B à l'instant initial t = t,. 

L'intégrale (3.1.25) se transforme en une intégrale elliptique de 
première espèce dans les cas où la fonction J(B) se réduit à une quan- 
tité constante 


M — À ; + Ci. (3.1.26) 


Suivant la formule (3.1.10), ceci a lieu lorsqu'’est satisfaite la con- 
dition 
K=C| — A4; —A =0 (3.1.27) 


qui lie les moments d'inertie À, et C, de l'anneau de cardan intérieur 
au moment d'inertie équatorial À du rotor. 

La recherche des fonctions & et y, c'est-à-dire de deux autres coor- 
données généralisées du système (3.1.15), se ramène, dans le cas géné- 
ral, en vertu des relations (3.1.22) et (3.1.17), à l'intégration des fonc- 
tions hyperelliptiques, ce qui représente, dans un énoncé rigoureux. 
un problème difficile. Dans le cas particulier mentionné plus haut, 
où est vérifiée l’égalité (3.1.27), les fonctions hyperelliptiques se 
réduisent aux fonctions elliptiques, si bien que les quadratures cor- 
respondantes se trouvent simplifiées !). Pourtant, des conclusions 
importantes sur les particularités du mouvement du gyroscope suspen- 
du à la cardan peuvent être faites sans effectuer les intégrations 
mentionnées. À cet effet, nous utiliserons, au cours de trois para- 
graphes qui suivent, les méthodes d'étude à l’aide du plan de phase, 
ainsi que certaines autres méthodes approchées de caractère analy- 
tique qui se sont avérées dignes de foi. 


$ 2. Etude du mouvement d’un gyroscope 
dans le plan de phase 


La mise en évidence de toutes les circonstances caractérisant le 
mouvement d’un gyroscope suspendu à la cardan (v. fig. 45) se ramèe- 
ne à l’étude de la solution générale d’un système de trois équations 
différentielles du deuxième ordre par rapport aux angles &, et Ÿ, 
quelles que soient les conditions initiales données, c’est-à-dire les 
valeurs des angles énumérés et de leurs dérivées premières par rapport 
au temps, à l'instant initial du mouvement. Au cours du paragraphe 
précédent, de telles équations différentielles, à savoir les équations 
(3.1.15), ont été établies. Elles se rapportaient au cas où le support 
du gyroscope était immobile, dans les axes de sa suspension il n’y 


1) Voir, par exemple, Kauuoe I. M., Cmenanenxo H. IT. « O6 wmrerpnpo- 
BaHNI YPABHeHHË JBHKCHNA THPOCKONA B KAPAIAHOBOM nojgece » (D. Klimor, 
N. Stépanenko « Sur l'intégration des équations du mouvement d’un gyroscope 
suspendu à la cardan »).— Hnx. x. MTT, 1967, N° 6 (en russe). 
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avait pas de frottement, le gyroscope était équilibré (le centre de 
gravité de l’anneau de cardan extérieur se situait sur son axe et le 
centre de gravité de l’ensemble « anneau intérieur — rotor » se 
trouvait au centre de la suspension à la cardan). De plus, le rotor 
était supposé symétrique par rapport à son axe de rotation qui cons- 
tituait avec l’axe de l’anneau intérieur, l’axe principal pour l’ellip- 
soide d'inertie de cet anneau. Il a été également donné la solution 
particulière la plus simple (3.1.16) des équations (3.1.15) mention- 
nées. Conformément à cette solution, l'angle & qui détermine la posi- 
tion de l’anneau extérieur par rapport au support fixe, et l’angle B 
que font entre eux les axes des anneaux intérieur et extérieur de la 
suspension à la cardan, sont des constantes égales à &, et B,, alors 
que l’angle y de rotation du rotor par rapport à l’anneau intérieur 


est une fonction linéaire du temps yo + Yot. 

La solution (3.1.16) correspond à la rotation du rotor avec une 
vitesse angulaire constante autour de son propre axe qui conserve 
inchangée sa direction par rapport au système de coordonnées « abso- 
lument » fixe Ent (v. chap. I, $ 1) ou, ce qui revient au même dans le 
cas considéré, par rapport au support du gyroscope. Il n’est pas 
difficile de se convaincre que pour réaliser un tel mouvement station- 
naire il est nécessaire que soient satisfaites les conditions initiales 
suivantes. À savoir, à l'instant initial { — t,, doivent être vérifiées 
les égalités 


Œ= . —_ — . 
Le À . … Ÿ _ : 
a ar = 0, a V- 


Passons maintenant à l’étude du mouvement du gyroscope suspen- 
du à la cardan, pour des conditions initiales quelconques. Remar- 
quons tout d’abord que dans le problème étudié les coordonnées x et y 
sont cycliques (elles n’interviennent dans les équations du mouvement 
que par leurs dérivées) et que leurs valeurs initiales &, et 7, sont 
donc sans importance pour l'étude du mouvement. Ainsi, dans le 
cas général, le caractère du mouvement du gyroscope suspendu à 
la cardan que nous examinons n’est déterminé que par la donnée de 
quatre conditions initiales, soit 

d : d a d dj 
= os B= Bo; h Bo += Vo- (3.2.2) 
Au lieu de la dernière des conditions initiales (3.2.2), il semble plus 
naturel de se donner la valeur du moment cinétique propre du rotor 


H = C (ao sin Bo + Yo), (3.2.3) 


vu que d’après ce qui a été établi au paragraphe précédent, ce moment 
reste inchangé pendant toute la durée du mouvement (il constitue 
l’une des intégrales premières des équations différentielles). Connais- 
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sant H et les valeurs initiales &, et B,. il est aisé de trouver la valeur 


initiale Y, de la vitesse angulaire propre du rotor. 

Par la suite, la valeur du moment cinétique propre À est prise la 
même pour toutes les sous-classes considérées de mouvements du 
gvroscope suspendu à la cardan. Le caractère du mouvement ne sera 


donc étudié qu'en fonction de trois valeurs initiales: &,, B, et B.. 

Nous allons restreindre l'analyse des mouvements du gyroscope 
suspendu à la cardan, en les étudiant d’abord au voisinage du mouve- 
ment stationnaire, décrit plus haut, auquel correspondent les va- 


leurs nulles de &, et B,. Il sera montré plus loin que pour de tels mou- 
vements il existe des instants où la vitesse angulaire da/dt de l’an- 
neau de cardan extérieur s'annule (v. aussi $ 3 du présent chapitre). 
Ces mouvements sont du type des nutations au cours desquelles l’axe 
du rotor de gyroscope effectue de petits mouvements autour d'une 
certaine direction (dans le cas général, lentement variable). Soit £,. 
un des instants mentionnés. Prenons-le pour instant initial. Dans ce 
cas, les conditions initiales pour les mouvements indiqués sont : 
e d e 
= a = 0. P =6,, Hp. (3.2.4) 
Ainsi, il ne reste que deux paramètres initiaux substantiels: B, et 


B, (et, bien entendu, encore la valeur du moment cinétique propre H} 
qui déterminent tous les mouvements possibles du gyroscope suspen- 
du à la cardan, dans le cas où son anneau extérieur présente des arrêts 
instantanés au cours de son mouvement. 


Au lieu de la condition initiale B.., il est plus commode de se don- 
ner la valeur de la constante Æ figurant dans l'intégrale de l’éner- 
gie (3.1.21) 

d 2 dB \2 = 
(4) +6 (#)-E 625) 
obtenue au paragraphe précédent et constituant, de même que la 
relation (3.2.3), l’une des intégrales premières des équations diffé- 
rentielles (3.1.15) du mouvement du gyroscope. En effet, à l'instant 
t — 1, les égalités (3.2.4) et (3.2.5) donnent 


Of; = E. (3.2.6) 

D'après ce qui a été établi au paragraphe précédent, les équations 

différentielles (3.1.15) comportent. en plus des intégrales (3.2.3) et 
(3.2.5), encore une intégrale première (3.1.20), soit 

JB) + H sinp=G. (3.2.7) 


Comme il a déjà été expliqué, la constante G représente ici la projec- 
tion, sur l’axe x, (£) de l'anneau extérieur, de la somme géométrique 
des moments cinétiques de tous les corps solides constituant le gyro- 
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scope suspendu à la cardan ou, ce qui revient au même, la projection 
du moment cinétique principal de l’ensemble mécanique « anneau 
extérieur — anneau intérieur — rotor ». En portant dans l'égalité 
(3.2.7) les conditions initiales (3.2.4), on obtient 


H sin $, = G. (3.2.8) 
Maintenant, utilisons de nouveau l'intégrale première (3.2.7), ce 
qui donne la formule suivante pour la vitesse angulaire de l'anneau 
de cardan extérieur du gyroscope : 
da  H(sinfi, —sin BB) 
dt J (B) ° 


Si l'expression qui vient d'être obtenue pour la vitesse angulaire 
da/dt est introduite dans le premier membre de l'intégrale de l’éner- 
gie (3.2.5), il se forme une équation différentielle du premier ordre 


H°® (sin B—sin f.)° ,\,{ dB \2 | 


par rapport à la fonction du temps B = B(t). Elle coïncide avec 
l'équation (3.1.23) du paragraphe précédent si l’on tient compte de 
l'égalité (3.2.8). 

D'après sa relation de définition (3.1.10) obtenue au paragraphe 
précédent, la fonction J (B) est positive, quelle que soit la valeur de 
l’angle $. Par conséquent, si la constante £ est nulle, on tire de l’équa- 
tion (3.2.10) les identités 


(3.2.9) 


df 


B—Bs, 7 —=0. (3.2.11) 
Par ailleurs, la formule (3.2.9) implique dans ce cas 
da 
Sr 0: (3.2.12) 


Les identités (3.2.11) et (3.2.12) signifient que les deux anneaux 
de cardan sont immobiles. Ainsi, lorsque la constante Æ s’annule, 
on est en présence du mouvement stationnaire du gyroscope auquel 
correspond la solution (3.1.16) examinée au paragraphe précédent. 

Il est évident qu en vertu de la même équation (3.2.10), lorsque 
les valeurs de la constante £ sont petites, l’angle f ne doit différer que 
très peu de sa valeur initiale B, et que la vitesse angulaire dB/dt de 
l'anneau intérieur par rapport à l'anneau extérieur doit être voisine 
de zéro. A son tour, suivant la formule (3.2.9), la vitesse angulaire 
da/dt de l’anneau extérieur doit être, elle aussi, petite. 

Envisageons maintenant l'équation (3.2.10) au point de vue 
géométrique, c'est-à-dire comme équation d'une famille de courbes 
dans le plan de coordonnées f et v, soit: 


CNP enr vo 
TG) + Ov? = E. (3.2.13) 
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Dans ce cas, on a évidemment 
nn (3.2.14) 


A chaque valeur de la constante Æ correspond une courbe que l’on 
appelle généralement trajectoire de phase. Certaines de telles trajec- 
toires sont représentées à la figure 88. Leurs propriétés caractéristiques 
sont analysées ci-dessous. Il résulte de l’équation (3.2.13) que, dans 
le cas considéré, toutes les trajectoires de phase sont symétriques par 
rapport à l’axe des abscisses v — 0. Les points appartenant à une 


Fig. 88 


trajectoire de phase sont dits représentatifs ; leurs coordonnées f et v 
sont fonctions du temps. Chacun des points représentatifs se déplace, 
suivant sa trajectoire, de gauche à droite dans la partie supérieure du 
plan de phase, et de droite à gauche dans la partie inférieure. En 
effet, dans le premier cas, v > 0 et donc, en vertu de l’égalité (3.2.14), 
l’angle B doit croître, alors que dans le second cas, c'est le contraire 
qui a lieu. 

Supposons que la constante ÆE figurant dans l'équation (3.2.13) 
diminue et finit par s'annuler. Alors les trajectoires de phase corres- 
pondant aux valeurs décroissantes de cette constante tendent vers le 
point (B,, 0) de l'axe des abscisses, lequel, comme nous venons de 
constater, correspond au mouvement stationnaire du gyroscope. 

Pour de faibles valeurs de la constante £, les trajectoires de pha- 
se (3.2.13) sont des courbes fermées (v. fig. 88). Comme il sera montré 
plus loin, chacune d'elles coupe deux fois, à angle droit, l’axe des 
abscisses v = 0. 

Pour trouver les coordonnées des points d'intersection d'une tra- 
jectoire de phase avec l’axe des abscisses, il convient de poser & = 0 
dans l'équation (3.2.13). Il en résulte l’équation trigonométrique 


H= (sin B—sin B.) _ 9 
pe 7 E. (3.2.15) 
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Pour £ = O0, cette équation a dans l'intervalle ]—1:2, x;2[ une raci- 
ne double f, = B, = B,. Pour de faibles valeurs de la constante E, 
l'équation possède dans le même intervalle deux racines proches l'une 
de l’autre : B = B, et B — B.. L'une d'elles est inférieure et l’autre, 
supérieure à B,. En effet, la formule (3.1.10) du paragraphe précédent 
permet de mettre la fonction J (B) sous la forme suivante : 


1 J(B) = 4 + A+ A+ (C1 — A; —A)sin®B, (3.2.6) 


ce qui signifie que par rapport à la valeur de sin B l'équation (3.2.15) 
est une équation du second degré. Les racines de cette équation sont 
données par la formule 


sin By + F(1+xsintB,)—2°x (3.217) 


sin = 
Po, { A — Ex 3 


LJ 


ou 
e = (4, + Ai + A) EH, n = (C; — A1 — A)/(4e + A1 + À). 


Cette formule montre que pour de faibles valeurs de Æ£ ou, ce qui 
revient au même, pour de patits €, les deux racines sont voisines de 
la valeur de sin $,, ainsi que l’une de l’autre. Ceci étant, le numéra- 
teur de la formule (3.2.17) diffère de sin f, par une quantité de l’ordre 


de Ve, alors que le dénominateur diffère de l'unité par une quantité 
d'un ordre plus élevé, à savoir de l’ordre de &. Ainsi, pour de faibles 
valeurs de £ (ou, ce qui revient au même, de £)ona 


sin B, > sin B, > sin , (3.2.18) 


et donc la valeur de B, est située dans l'intervalle ]B,, B.[. 

Augmentons maintenant de façon progressive la constante £ de 
l'équation (3.2.13), en supposant pour fixer les idées que l'angle B, 
se trouve dans l'intervalle 10, x/2[. Une telle supposition ne restreint 
pas la généralité des raisonnements qui vont être développés, parce 
que le sens dans lequel est compté l’angle $ n'est déterminé que par 
le choix de l'orientation de l'axe E (z.) confondu avec l’axe de l’an- 
neau de cardan extérieur (v. fig. 45 et 51). Pour une valeur de la cons- 
tante ÆE, la plus grande des racines de l'équation trigonométrique 
(3.2.15) atteint nécessairement sa valeur critique égale à x/2. Portons 
cette valeur dans l'équation (3.2.15), il vient 

FH? (A—sinB) _g 
J (x/2) De: 

où E, est la valeur de la constante £ pour la trajectoire de phase 
passant par le point (x/2, O). 

Il est évident que pour trouver l’autre racine il faut résoudre, par 
rapport à sin , l'équation 

(siaB—sinf,)? _ (1—sin 6.)° (3.2.20) 


J (B) A;+ Ci 


(3.2.19) 
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qui s'obtient à partir de l'équation (3.2.15) si l’on y remplace la 
constante Æ par sa valeur particulière Æ, définie par la formule 
(3.2.19). et qu’on utilise la formule (3.2.16) pour rechercher la valeur 
de J(x/2). L'équation (3.2.20) peut se mettre sous la forme suivante : 


(4 — sin B)I(4: + C;) ( + sin B — 2 sin f,) — 
— (CO — A4, — À) (1 + sin) (1 —sinfp,)] = 0.  (3.2.21) 


En rejetant la racine déjà connue sin ff, = 1 de cette équation, on 
obtient pour la deuxième racine la valeur suivante 


un 24: T0 sin pe 
sin Bi — = A3+(41+4) (— sin ps) + Ci— Ci (1—sin be4)* 


Lorsque les valeurs de l'angle B, sont positives, inférieures ou égales 
à x/2. le dénominateur de la fraction au second membre de la dernie- 


. (3.2.22) 


Fig. 89 


re égalité est strictement positif, car il vaut la somme d'une quanti- 
té strictement positive 4. et de deux quantités positives : (4, + À) x 
X (1 — sin B,)° et C, — C,(1 — sin B,)*. Le second membre de 
l'égalité (3.2.22) représente donc une fonction continue de l'angle B,. 
Par ailleurs, suivant cette égalité, l’angle B, prend les valeurs: 
n/2 pour B, = x/2,et —x/2 pour f, = 0. En raison de la continuité 
sus-indiquée, lorsque l'angle ff, varie de O à x/2, l'angle B, doit 
prendre (au moins une fois) toutes les valeurs dans l'intervalle 
]—x/2, x/2[. 

On appelle séparatrice la trajectoire de phase passant par le point 
(x/2, 0) (fig. 89). Comme il a déjà été indiqué, la constante £ figurant 
dans l’équation (3.2.13) devient égale à £, et donc s'exprime par la 
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formule (3.2.19). Cette courbe sépare les trajectoires de phase fermées, 
qui entourent le point (B,, 0), des trajectoires d’un autre type corres- 
pondant à des mouvements plus complexes du gyroscope suspendu 
à la cardan. Si l'on augmente encore la constante £ dans l'équa- 
tion (3.2.13), ilen résultera l'apparition de trajectoires fermées entou- 
rant les points (B,, 0), (x/2, 0) et (n — B,, 0) (v. fig. 89). Ces trajectoi- 
res sont symétriques par rapport à la droite B — 1/2. Lorsque la 
constante Æ prend une valeur égale à 


E! = H° (1 + sin Be)? 


= CPR. (3.2.23) 


une nouvelle séparatrice apparaît (v. fig. 89) qui passe, en vertu de 
l'équation (3.2.15) et de la formule (3.2.16), par les points (—x/2, 0) 


Fig. 90 


et (3x/2, 0). Lorsque la constante E prend des valeurs encore plus 
grandes, les trajectoires deviennent ouvertes. À des trajectoires non 
fermées correspond un mouvement du gyroscope suspendu à la car- 
dan, dans lequel la vitesse angulaire df/dt ne s’annule pas au cours de 
sa variation et l’anneau de cardan intérieur tourne par rapport 
à l’anneau extérieur dans un même sens. 

Si la valeur de l’angle initial f, diminue, les deux séparatrices se 
rapprochent et finissent par se confondre, pour B, = Ü, en une seule 
courbe (fig. 90) qui passe par les points (—x/2, 0) et (x/2, 0) en sépa- 
rant les trajectoires fermées des trajectoires ouvertes. Si l'angle 
B. devient négatif, les séparatrices se situent comme l'indique la 
figure 91. 

Examinons maintenant sous quel angle les trajectoires de phase 
et, en particulier les séparatrices, s’approchent de l’axe des abscisses 
v — 0. Compte tenu de l'égalité (3.2.14), le coefficient angulaire de 
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la tangente à la trajectoire de phase s'exprime par 


__ du dv . d8 1 d° 

Er Dei Er Dar Er À CR. 
Pour déterminer la dérivée seconde de l’angle B, reportons-nous à læ 
deuxième des équations (3.1.15) du paragraphe précédent, soit 


d? , d 2 da …. dy \ d 
+7 (B) (<- = —C(<-sinp+<)<+ cosf= 0. 


En y remplaçant la vitesse angulaire da/dt par son expression (3.2.9) 
et en faisant usage de l'inté- 
grale première (3.1.17), on obtient Se 


ap _J'(B)H?(sinf—sinf,} 


! 
"de — 2 [J (B)I* | | 
___H®cos B (sin BP—sin f,) 
J (B) Ù Fe | 
(3.2.26)  ! ZX E 
| 
Ù 


La dernière formule peut s’ob- + 
tenir directement à partir de 
l'équation différentielle (3.2.10). 
A cet effet, il suffit de calculer 
les dérivées par rapport au temps | 
des deux membres de cette 
équation et de lessimplifier ensui- 
te par le facteur dfydt qui est, 
dans le cas général, non nul. 

Portons l'expression (3.2.16) Fig. 91 
de Ja fonction J(B) dans le | 
second membre de l'égalité (3.2.26). 11 vient, après quelques 
transformations simples, 


dB H® cos B (sin B— sin f,) gs 
TE — ————epar (6), (3.2.27) 
où 
F (B) = 4, + (4, + À) ( — sin B sin B,) + C, sin p sin f.. 
(3.2.28) 


ue ce qui suit, nous limiterons notre examen au cas où la fonction 

F(B) est strictement positive, quelles que soient les valeurs prises. 
par la variable B dans l'intervalle ]—:x/2, 1/2[ et les valeurs prises. 
par l'angle B, dans l'intervalle JO, x/2[. Examinons les conditions 
sous lesquelles se présente ce cas. Il n'est pas difficile de se convaincre 
que lorsque la variable varie de —x/2 à x/2, la fonction F($) varie 
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de façon monotone de la valeur 

F(—a/2) = A4; +A4,+A—(C;, — A, — A)sinp, (3.2.29) 
à la valeur 

F(x/2) = A4, + À, + À + (C; — À, — À) sin f.. (3.2.30) 


Si 0 << B, < 1/2, la valeur de F(x/2) est strictement positive pour 
toutes les valeurs des moments d'inertie 4,, À,, À et C,. De ce fait, 
la fonction F(B) sera strictement positive dans tout l'intervalle 
J—:/2, x/21 de variation de B si, pour les mêmes conditions, est 
strictement positive la valeur de F(—:x/2), c'est-à-dire si 


As: +Ai+A4A—(C, — A4, — À)sinf, > 0. (3.2.31) 


La dernière inégalité est vérifiée pour toute valeur strictement posi- 
tive, inférieure à 1/2, de l'angle f,, pourvu que 


A: 404. +940. (3.2.32) 


Dans les gyroscopes utilisés en pratique, les moments d'inertie C, et 
À, de l'anneau intérieur (respectivement par rapport à l'axe du ro- 
tor et par rapport à l’axe perpendiculaire tant à l’axe du rotor qu'à 
l’axe de l’anneau intérieur) ne diffèrent que peu l'un de l'autre, si 
bien que l'inégalité (3.2.32) est vérifiée. Ainsi donc, les restrictions 
imposées à la fonction F(B) sont tout à fait naturelles ?). 


1) On peut, bien entendu, construire à volonté une suspension à la cardan 
particulière dont les moments d'inertie ne satisfont pas à l'inégalité (3.2.32). 
A cet effet, on peut, par exemple, utiliser des masses supplémentaires en les 


Fig. 92 


plaçant sur l’anneau intérieur (boîtier) au voisinage de l'axe z,, symétriquement 
par rapport au centre de la suspension (fig. 92). Dans le cas du gyroscope com- 
portant une telle suspension à la cardan, la construction des trajectoires de 
phase (3.2.13) pour des valeurs strictement négatives de la variable B exige 
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Reprenons l'expression (3.2.24) donnant le coefficient angulaire k 
de la tangente à la trajectoire de phase. Compte tenu des formules 
(3.2.27) et (3.2.28), on a 


.___ 1  H'cosB(sinB—sinf,) 3 9 2: 
kb = UMR - — F (8). (3.2.33) 
où. d'après ce qui précède, la fonction F() sera considérée comme 
strictement positive. Lorsque B = B,, le coefficient angulaire k 
est nul. Par conséquent, les tangentes aux trajectoires de phase en 
des points d’intersection de ces courbes avec la droite 8 — $, sont 
parallèles à l'axe des abscisses. Pour les points situés à droite de 
B = B,. dans la partie supérieure du plan de phase Bv, le coefficient 
angulaire de la tangente est partout négatif. [l croît en module, en 
tendant vers l'infini, au fur et à mesure que le point représentatif qui 
suit sa trajectoire s'approche du point (B:, O0) où cette dernière coupe 
l'axe des abscisses (v. fig. 88). Ainsi, la trajectoire de phase coupe 
en ce point l’axe des abscisses à angle droit. Il en est de même pour les 
tangentes menées en des points d'intersection de l’axe des abscisses 
avec les trajectoires de phase à gauche de la droite f = B,. Une excep- 
tion est faite pour le point (x/2, 0) d intersection de la première sépa- 
ratrice avec l’axe des abscisses (v. fig. 89) et pour le point analogue 
(—1x/2, 0) de la deuxième séparatrice (ainsi que pour ces deux points 
d'une même séparatrice, lorsque 6, = 0, v. fig. 90). Aux points men- 
tionnés, est nul non seulement le dénominateur de la fraction au 
second membre de la formule (3.2.33) mais également son numérateur 
(parce qu’il comporte le facteur cos B). Pour expliquer les excep- 
tions sus-mentionnées, déterminons d'abord la valeur de la coordon- 
née de phase v pour les points appartenant à la partie supérieure de 
la première séparatrice. D’après l’équation (3.2.13), on a 


H® (sin B — sin 6,)° 


JE 
v= + + as (3.2.34) 


Dans le cas considéré, il convient de donner à la constante E la valeur 
E, définie par la formule (3.2.19) et, en outre, de conserver devant 
le radical le signe plus (dans la partie supérieure du plan de phase, 


les points représentatifs se déplacent de gauche à droite). Compte te- 
nu de la formule (3.2.16), on obtient après quelques transformations 


une étude spéciale qui tient compte de l'apparition possible du mouvement 
stationnaire indiqué dans la note au bas des pages 174-175; une telle étude sort 
du cadre du présent ouvrage. Quant aux trajectoires de phase entourant le 
point (B,, 0) du mouvement stationnaire du gyroscope, elles affectent qualita- 
tivement la même forme pour toutes les combinaisons des moments d'inertie 
A:, A1, À et C;, ainsi que pour toutes valeurs strictement positives. inférieures 
à x/2, des angles f, et B 
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assez simples 


\J Ex ms —— CA 
V6 (A+ CD) JP) a J(P) re re ES | Æ (1—sinp,)?, 


(3.2.35) 
(M = 4, +0C,, K=C,—A,— A). 


Introduisons maintenant cette expression dans la formule (3.2.33) 
et posons-y B = x/2. On obtient finalement, compte tenu de la 
formule (3.2.28), l'expression suivante pour le coefficient angulaire 
de la tangente menée à la partie supérieure de la première séparatrice 
en son point nodal (x/2, O): 


H y/1—sinB a ————— 
re A AHo+ Ai+A4+(C;— A, —A (822: 
8 (A.+C)1 6 V A+ 4 +4+(Ci— A; )sinf,. (3.2.36} 
Le coefficient angulaire de la tangente à la partie inférieure de la 
séparatrice en même point nodal (x7/2, 0) ne diffère du coefficient 
obtenu k%, que par le signe. 
Dans le cas particulier mentionné au paragraphe précédent. où 


K — C; FE A, — A — 0, (3.2.37) 

cette formule se simplifie fortement et devient 
 - 1— sin fe 9 | 
HV Re, (3.2.38) 


En procédant d’une manière analogue, on peut déterminer le coeffi- 
cient angulaire k; de la tangente à la partie supérieure de la deuxième 
séparatrice en son point nodal (—x/2, 0). A cet effet, il convient de 
remplacer dans le second membre de la formule (3.2.34) la constante 
par sa valeur E: suivant la formule (3.2.23) et de reprendre les calculs 
effectués dans le cas précédent. On obtient en définitive la formule 


Hi itsinps Ao+ A+ A—(C,—A,—A)snp. do: 
k; TANT V 4+4,+4—(C, A)sinBy.  (3.2.39) 

Comme il a été indiqué précédemment, les deux séparatrices se 
confondent en une seule courbe pour B, = 0. Par conséquent, les. 
coefficients angulaires des tangentes en deux points nodaux (n/2, 0} 
et (—x/2, 0), tant à la partie supérieure qu’à la partie inférieure de 
cette courbe, deviennent égaux en module. 

Revenons aux trajectoires fermées du plan de phase fc (v. fig. 88) 
qui entourent le point (B,, 0). L' axe du rotor est animé dans ce cas 
de petits mouvements autour d’une position moyenne, laquelle, com- 
me il sera montré au paragraphe suivant, change continuellement 
son orientation par rapport au système de coordonnées Eëné lié au 
support fixe du gyroscope. Quant à l'angle B, qui caractérise la 
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position de l'anneau intérieur par rapport à l'anneau extérieur, il 
subit des variations périodiques entre deux constantes f, et B, qui 
sont les racines de l'équation trigonométrique (3.2.15). 

Proposons-nous d'établir une formule pour la période T de varia- 
tion de l'angle B. Il est évident qu'à la demi-période correspond le 
temps au cours duquel le point représentatif passe de la position 
(B,, 0) dans la position (B., 0), en suivant la partie supérieure de la 
trajectoire de phase (v. fig. 88) qui entoure le point (B,, 0). Le temps 
mis par le point représentatif pour passer de la position (B,, 0) dans 
la position (B,, 0), en suivant la partie inférieure de la trajectoire, 
est exactement le même. 

D'après l’équation (3.2.10), on a 


y’ OJ (B) df 


dt — E —_—___—_—_—_—_—_—_—_———…—…—…—…——— | 
y EJ(B)— H%(sinf—sinp,)* 


(3.2.40) 


Le signe positif au second membre de la dernière égalité correspond 
au mouvement du point représentatif suivant la partie supérieure 
de la trajectoire de phase et le signe négatif, à son mouvement sur 
la partie inférieure de la trajectoire (dans le premier cas, l’angle f 
croît et dB => 0, alors que dans le second cas, c’est le contraire qui 
a lieu). Il est maintenant évident que 


Ba —_— 
FA y EJ(B)—ÆH®(sinp—sint,): 


La même formule pourrait s'obtenir à partir de l’intégrale hyperellip- 
tique (3.1.25) du paragraphe précédent si l'on y remplace la cons- 
tante G par son expression (3.2.8) et fixe convenablement les bornes 
d'intégration. 

Supposons que la différence 


B—B, = 7y (3.2.42) 


est petite devant x/2, par exemple. Alors, compte tenu de l'égalité 

(3.2.16), l'équation différentielle (3.2.10) peut être mise, à des termes 

de troisième ordre en nouvelle variable y près, sous la forme suivante : 
H®cos?B, 


2 dy \3 
Ici, 
_ M+Kk cos? Be 
= pe 16B«, (3.2.44) 


où Miet K sont des quantités qui ont été introduites au paragraphe 
F0. à l’aide de (3.1.26) et (3.1.27) (mais on a maintenant 
Æ 0). 
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Désignons par 7 le temps, dit adimensionnel, en le liant au temps 
ordinaire À par la relation 


} 6J (B») - 
(4 Mesh - (3.2.4) 
L'équation différentielle (3.2.43) prend alors la forme 
o d! 2 0) 
y—aAys+ (5) = 0, (3.2.46) 
où 
____EJ (B«) = 
a? — Ho fe (3.2 .47) 


est le carré du nouveau paramètre (sans dimension) a. Ce paramètre 
détermine, de même que la cons- 

ua tante Æ dans le cas du plan de 

t phase fv, une courbe concrète dans 

un nouveau plan de phase yu, où 


dy 
U = Frs " (3.2.48) 
Lorsque le paramètre a tend vers 
zéro, les courbes de phase entourent 
d’une manière de plus en plus serrée 
l'origine du système de coordon- 
nées yu et à la limite tendent vers 
ce point. Pour des valeurs non 
Fig. 93 nulles du paramètre a, les courbes 
de phase coupent l’axe des abscis- 
ses (4 — 0) en des points auxquels correspondent les racines de l'équa- 
tion cubique 


y® — ÀAyÿ$ — a° = 0. (3.2.49) 


Dans le cas considéré, il convient de retenir celles des racines y = y, 
et y = y, de la dernière équation, qui s’annulent en même temps que 
le paramètre a. Il est aisé de s’assurer que l'équation (3.2.49) est 
satisfaite, à des termes de deuxième ordre en paramètre a près, si 
l'on pose 

y,= —a+-L at (3.2.50) 
et 


y, = a+ + a?. (3.2.51) 


Il est évident que la forme des courbes de phase dans le plan yu 
ne diffère des courbes analogues dans le plan fv que par l’échelle. 
Les dernières (v. fig. 88) entourent le point (B,, 0), et les premieres, 
l’origine des coordonnées (fig. 93). Lorsque les valeurs du produit 
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Âa sont petites devant l’unité, les courbes de phase (3.2.46) dans le: 
plan yu ne diffèrent à leur tour que très peu des circonférences 


y +u° = a°, (3.2.52) 


et les formules (3.2.50) et (3.2.51) doivent être remplacées dans ce 
cas par les égalités 


Yi = —@, YL = A. (3.2.53} 


Pour déterminer la demi-période adimensionnelle t, du mouve- 
ment du point représentatif, en partant de l’équation différentielle 
approchée (3.2.46), il convient d'intégrer de y, à y, la relation dif- 
férentielle 


y dy + y 
qui découle de cette équation et est valable pour la partie supérieure 
de la trajectoire de phase. On obtient la formule 


Us 


So — 25 
Le 2] RE (3.2.55} 
qui contient une intégrale elliptique définie dont les limites sont 
les racines (3.2.50) et (3.2.51) de l'équation cubique (3.2.49). 

Effectuons dans l’intégrale (3.2.55) un changement de la variable. 
y par Ÿ, conformément à la formule 


y = a sin Ÿ + e Àa sin? à. (3.2.56) 


Lorsque Ÿ varie de —x/2 à x/2, la variable y le fait de —a + Aa 


» 


à a us Aa. Conformément aux égalités (3.2.50) et (3.2.51), les 


limites d'intégration seront donc représentées par —x/2 et x/2. Par 
ailleurs, on a, à des termes de troisième ordre en paramètre a près, 


a — y° + Ày° = a° cos* Ÿ. (3.2.57) 


Compte tenu de la dernière égalité et des remarques faites plus haut 
sur les bornes d'intégration. on peut mettre la formule (3.2.55) 
sous une forme approchée suivante : 
7/2 
9 cos Ÿ + Àa cos Ô sin Ÿ 
To — < a 
cos Ÿ 


dÿ. (3.2.58). 


7/2 


Il est évident qu'à des termes de deuxième ordre en paramètre a 
près, cette intégrale est égale à x et, par conséquent, 


T, = 27. (3.2.59). 
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Passons du temps sans dimension T au temps ordinaire t, en 
utilisant l'égalité (3.2.45). On obtient finalement pour la période 
de petites nutations du gyroscope suspendu à la cardan l'expression 
suivante : 


T=07 970) (3.2.60) 


On est conduit à la mème expression si l’on a recours directement 
à l'équation différentielle approchée (3.2.46), en y rejetant le terme 
de troisième ordre Ày*. On obtient l'équation différentielle 


y? +- (&)- a? (3.2.61) 


dont l'intégrale est la fonction 
y = a cos (T + Ô), (3.2.62) 


OÙù Ô est une constante arbitraire. En y exprimant la variable y par 
l'intermédiaire de l'angle B suivant la relation (3.2.42) et en rempla- 
&ant le temps adimensionnel + par le temps ordinaire t{ d’après l’éga- 
lité (3.2.45), on a 
; H cos By 
=$,+asin( —— t +6). 3.2.63 
Pen (Ter +ô) Shi 
D'où on arrive de nouveau à la formule (3.2.60). Remarquons que 
le paramètre a représente dans ce cas l’amplitude des oscillations 
angulaires de l’anneau intérieur autour de la position B = B,. Dans 
ce qui suit, l’amplitude de la fonction y = f — $, sera désignée 
Par Ya: 


$ 3. Intégration des équations approchées du mouvement. 
Formule de Magnus 


Le paragraphe actuel est consacré à l'étude du mouvement de 
nutation du gyroscope suspendu à la cardan, dans un énoncé appro- 
ché du problème. Considérons à cet effet les deux premières équations 
différentielles (3.1.15) établies au $ 1 du présent chapitre. Compte 
tenu de l'intégrale (3.1.17) obtenue dans le même paragraphe, elles 
peuvent être _— sous la forme suivante : 


, dx d d 
TBE + TB) + /I cosf Æ = 0, 
di i : (3.3.1) 
sers — — - J”(f) (+) — H cos ——— 
Jointes à (3.1.17), ces équations sont équivalentes au 
système initial (3.1.15) et admettent, bien entendu, une solution 


particulière 
Œ = Œo B — Bo; (3.3.2) 
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où æ&, et B, sont des constantes. Comme il a été indiqué précédem- 

ment, la solution (3.3.2) correspond au cas où l’axe du rotor et, par 

conséquent, les deux anneaux de cardan du gyroscope sont immobiles. 
Posons dans les équations (3.3.1) 


= t+t B—=P$o+7y (3.3.3) 


et étudions, en appliquant la théorie des petites oscillations, les 
petits mouvements de l’ensemble mécanique, constitué par les organes 
du gyroscope suspendu à la cardan, autour d'une position dans la- 
quelle les deux anneaux de cardan sont immobiles, leur position 
étant donnée par les angles &, et B,. Gardons dans les équations (3.3.1) 
les termes de premier et de deuxième ordre en zx, y et en leurs déri- 
vées par rapport au temps (la variable x n'est représentée dans ces 
équations que par ses dérivées). Il vient 


TB) G+J (Bo) (Re v+ ee) + 


+ H cosf, À — J sin Boy # 20, 
d? 1 | dx 2 de : dx \3.3.4) 
GES J'(8) (5) — HoosBo + H sin Boy LE — 0 


Les équations (3.3.4) seront utilisées sous leur forme complète un 
peu plus loin; pour l'instant, nous n’y garderons que les termes de 
premier ordre en y, dr/dt, dyldt et d'x/dt*. I] en résulte le système 
d'équations linéarisées 
dix , dy 
J' Po) x + À cosf, + = 0, 


Fe ” (3.3.5) 
07 — H cos,  =0. 


Il n’est pas difficile de vérifier que la solution générale de ce système 
est de la forme 


z=c+Qcos(vt+e), 
y=d LOV/ LÉ sin (vt+e). 


Ici, c, d, Q et e sont des constantes arbitraires qui se déterminent 
par les conditions initiales du mouvement. A savoir, à l'instant ini- 
tial t = {,, les égalités suivantes doivent être vérifiées: 


z—=@(0)—a —2zx, y = (0) — Bo = Yo ” 
& _æ| _: dy _ dB Le (3.3.7) 
dt dt leo “dt — dt lo 0 


(3.3.6) 


OÙ Zor Y9r Tor Yo Sont des quantités données. 
13—01247 
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Quant à la valeur de v, elle est déterminée, en vertu des équations 
(3.3.5) et des expressions (3.3.6), par la formule 


LE (3.3.8) 
y 07 (Bo) 


et représente la pulsation des petits mouvements dont est animé 
l'axe du rotor. À la pulsation v correspond la période 


__ 2x 9. v 67 (Bo) 
T = a I H cos TR . (3.3.9) 
Au cours du paragraphe précédent, la même formule, à des désigna- 
tions près, soit (3.2.60), a été obtenue lors de l’étude du mouvement 
de l’axe du rotor, qui utilisait le plan de phase dans l'hypothèse où 
l'amplitude de variation de l’angle $ était faible. 

Suivant les égalités (3.3.3) et les formules (3.3.6), la position 
moyenne de l’axe du rotor, lors des petits mouvements décrits, est 
déterminée par 

@ — Œo + C, B — Bo — d. (3.3.10} 


Remarquons que dans ce cas la valeur de l’angle &, ne détermine que 
la position moyenne de l'anneau de cardan extérieur du gyroscope, 
oscillant autour de son axe z., par rapport au système de coordonnées 
fixe En introduit au $ { du deuxième chapitre (dont l'axe £ se con- 
fond avec l’axe x, de l'anneau extérieur, v. fig. 15). La valeur de 
&, dépend ainsi du choix des directions des axes n et & et ne joue 
donc aucun rôle dans la détermination du caractère des petits mouve- 
ments. L’angle B, doit être différent de x/2 et de —x/2 (sinon l'axe 
du rotor serait confondu avec l’axe de l’anneau de cardan extérieur), 
et la constante Q doit être supposée petite devant x/2 — | f, |. 

Il s'ensuit des formules (3.3.6) donnant la solution des équations 
linéarisées du mouvement du gyroscope que lors du mouvement de 
nutation la position moyenne de l’axe du rotor reste inchangée. 
Pourtant, si l’on considère ce problème, même de façon approchée, 
en tenant compte des termes de deuxième ordre, on obtient un résul- 
tat différent. Pour s’en assurer, commençons par mettre Îles équa- 
tions (3.3.4) sous la forme 


É ’ d° d. di 
J (Bo) + H cos B = — J' (Bo) (RE v+ ES) + 


: d 
+ H sinfy +, 
(3.3.11) 


d? dz 1 ,, dr \2 ; 
6 Ta — À cos fo = 2 7 (Bo) (+) — H sin boy + - 
Chacune des équations (3.3.11) ne diffère de l'équation correspon- 
dante (3.3.5) que par son second membre qui contient les termes de 
deuxième ordre en y, dr/dt, dy/dt et d’x/dt®. Il est naturel d'admettre 
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qu'en recherchant la solution du système d'équations (3.3.11) on 
peut, en première approximation, introduire dans ces seconds mem- 
bres les fonctions (3.3.6), c’est-à-dire la solution des équations linéa- 
risées (3.3.5). Dans ce cas, les seconds membres des équations (3.3.11) 
deviennent des fonctions périodiques du temps dont la pulsation v 
et la période 7 de variation sont données, comme précédemment, par 
les formules respectives (3.3.8) et (3.3.9). 

Prenons la moyenne de ces fonctions dans le temps sur un inter- 
valle égal à leur période 7. Alors, du fait de leur périodicité, on 
obtient tout d’abord que 


d dr dy __ 4 dr T 
+ | (+ de dt ‘dt }dt= + a = 0 (3.3.12) 
0 


et, d’une manière analogue, 


T 

(y Late = — 0. (3.3.13) 
Û 

La valeur moyenne du second membre de la première équation du 

système (3.3.11) est donc nulle. Quant au second membre de la deu- 


xième équation du même système, il prend, lorsqu'on y introduit les 
fonctions (3.3.6), la forme suivante : 


EU (Bo) V2? + vA sinfo V ho ] Q“sin?(vt +e) + 
+ H sin B,vQd:sin (vt+e). (3.3.14) 


La valeur moyenne de la dernière expression pendant la période T 


“o É J' (+ sin Bo Jr Bo AE J (Bo) Fo |. (3.3.15) 


est égale à 

D'après les premières formules (3.3.3) et (3.3.6), le produit vQ 
est l’amplitude des oscillations de la vitesse angulaire de l’anneau 
extérieur, calculée à partir des équations (3.3.5) du mouvement du 
gyroscope, à condition que l’une au moins des vitesses angulaires 
da/dt ou dp/dt est non nulle à l’instant initial. Désignons cette am- 


plitude par «&,. Ainsi 


vQ = a. (3.3.16) 
En utilisant maintenant la formule (3.3.8), on obtient l'égalité 
Has j/ LOL 7 (Bo) te Por (3.347) 


13* 
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Finalement, l’expression (3.3.15) devient 
12 rt ;; 
+ | 5 2” (Bo) +7 (Bo) 18 Bo |. (3.3.18) 


En tenant compte de la formule (3.1.10), on peut vérifier aisément 
l'identité 
J(B)+ + J'(B)-cotgB— 4, + C4, (3.3.19) 
après quoi l’expression (3.3.18) se simplifie et prend la forme 
7 aë (42 + Ci) te Pre (8.3.20) 
Ainsi, en portant dans les seconds membres des équations (3.3.11) 
la solution (3.3.6) des équations linéarisées (3.3.5) et en prenant leur 


moyenne dans le temps pendant la période 7, on est conduit aux 
équations linéaires suivantes: 


d? d 
J (Be) Re-+ H cos Bo =-0, 
dy de +: (3.3.21) 
6 ir — Hocosf, => (A2 + Ci) tg Bo- 


Il est évident que la solution générale du système d'équations (3.3.21) 
est la somme d’une solution particulière quelconque, par exemple 
ai (42+ Ci) 1g Bo 


et de la solution générale du système homogène correspondant, c’'est- 
à-dire de mêmes équations (3.3.5). La solution de ces dernières se 
présente sous la forme (3.3.6). Ceci signifie que les formules 


at (Ae+ Ci) tg Bo 
z=c+Q'cos(vt+e) = —————— t, 
ra: (3.3.23) 


y=d'+Q'/ 7 Po) sin (vt+e'), 


dans lesquelles c”’, d’, Q” et e” sont des constantes arbitraires et la 
pulsation v est définie, comme précédemment, par la formule (3.3.8), 
représentent la solution générale du système d'équations différen- 
tielles (3.3.21). 

Les constantes c’, d’, Q’ et e” peuvent se déterminer si l’on con- 
naît les conditions initiales du mouvement des anneaux de cardan, 
c'est-à-dire les valeurs des angles «, f et de leurs dérivées par rap- 
port au temps à l'instant initial { = t,. En effet, les relations (3.3.3) 
permettent de trouver tout de suite les valeurs initiales de zx, y 
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et de leurs dérivées par rapport au temps. Ceci est parfaitement 
suffisant pour la détermination des constantes mentionnées. 

Avec les hypothèses adoptées plus haut, les quantités z et y 
sont supposées petites, si bien que leurs valeurs initiales et les va- 
leurs initiales de leurs dérivées par rapport au temps doivent être 
petites, elles aussi. Il n’est pas difficile de s'assurer que dans de telles 
hypothèses les constantes Q” et &’ ne diffèrent des constantes Q et 
e intervenant dans la solution (3.3.6) du système d’équations dif- 
férentielles linéarisées (3.3.5) que par des petits de deuxième ordre, 
si les conditions initiales sont les mêmes. Ainsi, la formule (3.3.16) 
permet de poser qu’à des petits de deuxième ordre près, 


vQ' = a. (3.3.24) 


[1 faut s'attendre que les formules (3.3.23) décrivent le: mouve- 
ment de nutation du gyroscope suspendu à la cardan plus exacte- 
ment que les formules d’approximation linéaire (3.3.6). La présence 
dans ces formules d’un terme proportionnel au temps signifie une 
croissance systématique de la valeur moyenne de l'angle & caractéri- 
sant la rotation de l’anneau de cardan extérieur à partir de sa posi- 
tion initiale. D’après ce qui précède et en tenant compte de la rela- 
tion (3.3.3), on a | 


aa __dx, PTr GE (42+ Ci) t& Bo 
= x = —YQ DER een , 


ne (3.3.25) 
d d ’ J 0 


Il est évident que la valeur moyenne, pendant la période 7, de la 
vitesse angulaire df/dt de l'anneau de cardan intérieur par rapport 
à l'anneau extérieur est nulle, alors que la valeur moyenne de la 
vitesse angulaire da/dt de l'anneau extérieur par rapport au support 
fixe, pendant la même période, est égale à 


da at (4e Ci) t8 Bo 
+ = —— nt — (3.3.26) 


Ici et plus loin, pour la valeur moyenne d’une fonction quelconque 
p (t) sur l'intervalle T est utilisée la désignation communément adop- 
tée, soit 


[ ] nr] 


th = | pr) dt. (3.3.27) 
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La relation (3.3.26) connue sous le nom de formule de Magnus !) 
a été obtenue à partir d’une solution approchée des équations diffé- 
rentielles également approchées (3.3.11) du mouvement du gyroscope 
suspendu à la cardan. Il est donc naturel qu’une question doit naître: 
quelle est la précision de cette formule par rapport à la solution vraie 
des équations initiales (3.3.1) de ce problème ? Il s’est trouvé que 
la formule de Magnus s'accorde bien avec la solution exacte dans le 
cas particulier de l'observation de la condition (3.1.27), où 


J(B) = A: + C; = const, J'(B) = 0 (3.3.28) 


et les équations (3.3.1) s'intègrent, comme il a déjà été dit au chap. II, 
$ 2, en des fonctions elliptiques. Des études fondées sur l’utilisation 
de différentes méthodes approchées ont conduit à la formule de Mag- 
nus même dans le cas général où la relation (3.3.28) n’a pas lieu ©). 
Quant au fait lui-même de dérive du gyroscope équilibré (astatique) 
suspendu à la cardan, ou plus exactement, de la valeur moyenne non 
nulle de la vitesse angulaire de son anneau extérieur en cas des vi- 
brations, il paraît qu’il était connu dès 1939 de E. Nicolaï “) qui a 
réussi, en particulier, à effectuer l'intégration des équations diffé- 
rentielles du mouvement de ce gyroscope par des quadratures hy- 
perelliptiques. 

Indiquons encore un procédé permettant d'obtenir la formule de 
Magnus. Il est basé sur la transformation suivante de la deuxième 
des équations exactes (3.3.1) qui décrivent le mouvement du gyro- 
scope suspendu à la cardan. De cette équation résulte l'égalité 


dæ © dB  J'(B) [da |? 
‘dt  HocosB dt®  2Hcosp | : (3.3.2) 
Remarquons qu'on a les identités 
TE = (— dB HE (&) (3.3.30) 


cosB dt” dt \ cosf dt cos \ at 


dt 


1) Magnus K. « Beiträge zur Dynamik des Kräftefreien, kardanisch gelager- 
ten Kreisels ».— Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik. Januar- 
Februar, 1955, Bd. 35, H. 1/2. Une formule analogue a été obtenue un peu 
plus tard par Plymale et Goodstein. Voir Plymale B. T. and Goodstein R. « Nuta- 
tion of a free Gyro subjected to an impulse ». Trans. ASME, Ser. E, J. Appl. 
Mech., 1955, vol. 22, No. 3. 

*) Voir, par exemple: Zyay A. JT. « O meycroirinBocrTu oc Durypu rupo- 
ckona » (Ya. Lounts « Sur l'instabilité de l’axe de la figure du gyroscope »).— 
TMM, 1960, Tr. 24, Ban. 4 (en russe); Bopoñuna P. M. « Pemcaue ypaBueuuxit 
HBICKeHHA YPaBHOB@IeHHOTO THPOCKONA MeTOIoM ycpexxeau » (R. Borodina 
« Résolution des équations du mouvement d’un gyroscope équilibre par la métho- 
de de la moyenne »). YKp. mare. «ypH. 1961, T. 13, Xe 3 (en russe) ; Bprwono À. 1. 
« O nsixtKeHMH rHPOCKOUA B KapAaxoBoM uojsece » (4. Bruno « Sur le mouve- 
ment d’un gyroscope suspendu à la cardan »).— Has. AH CCCP, MTT, 1972, 
Je 6 (en russe). 

3) Juxorau E. JT. « O neuwxkenu“ yYpasxoBemeHHoro rHpoCKONa B KapPa- 
HOBoM noungece » (E. Nicotaïi « Sur le mouvement d’un gyroscope équilibré 
suspendu à la cardan »).— IIMM, 1939, Tr. 3, nur. 4 (en russe). 
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et 
J'(B) = 2142 + C, —J (BltgB. (3.3.31) 


La dernière découle de l'identité (3.3.19). Compte tenu des relations 
(3.3.30) et (3.3.31), l'égalité (3.3.29) se met sous la forme 

da _® d 1 dB | A:+C1 , hf de \2 

= HR UT 7) H cosp eB() + 


+rerl@()-6(2)]. 6332 


Comme il a été montré au $ 2 du présent chapitre, la fonction 
B = B (t) est, dans le cas des petits mouvements de l’axe du rotor, 
une fonction strictement périodique. Par conséquent, si 7 est, comme 
précédemment, la période de ces mouvements, on a 


T 
_ 5 À) dt=0. (3.3.33) 


Maintenant, l’égalité (3.3.32) permet d'obtenir pour la valeur moyen- 
ne de la vitesse angulaire da/dt pendant la période 7, l'expression 
suivante : 


tr rer LE (6 (le 633% 


La fonction tg B/cos B qui croît de façon monotone dans l'intervalle 
1B,, B.l satisfait dans le même intervalle à la double inégalité 

tg Pr tg P _tepe 

cos fr < cos f < Tosp, B2 ? (ee) 
où. Pi et B, sont les limites de la variation périodique de l’angle 
B, c'est-à-dire les racines de l'équation trigonométrique (3.2.15) 
examinée au paragraphe précédent. Comme, de plus, (dax/dt)* est 
toujours strictement positive, on peut, en vertu du théorème sur 
la valeur moyenne de l'intégrale définie du produit de deux fonc- 
tions ?), mettre la relation (3.3.34) sous la forme 


Car) = — ets (a) )+ 
ST 
+ | HéepL7 U) (+ dt J -e +) Ja, F2) 


1) Voir, Li exemple, V. Smirnov « Cours de mathématiques supérieures », 
tome I, 26 , Ed. « Mir», 1972 (traduit du russe). 


200 THÉORIE DE NUTATION DES GYROSCOPES (CH. III 


où B; est une valeur moyenne de la variable B dans l'intervalle JB,, 
al: 

Remplaçons au second membre de l'égalité (3.3.36) les fonctions 
a et B par leurs expressions (3.3.3), compte tenu des formules (3.3.6) 
obtenues à la suite de la résolution des équations linéarisées (3.3.5). 
Puis, remplaçons la quantité B, par la valeur de B, qui n’en diffère 
que très peu, et substituons (pour les mêmes raisons) tg B,, cos B, 
et J(B,) à tg B, cos B et J(B). I1 en résulte que le deuxième terme 
au second membre de la relation (3.3.36) devient égal à zéro. En 
définitive, compte tenu de la désignation (3.3.16). on obtient de 
nouveau la formule de Magnus (3.3.26). 


$ 4. Précision de la formule de Magnus 


La question concernant la dérive systématique d’un gyroscope 
libre par suite de l’inertie des anneaux de cardan, dans le cas où 
l’axe de son rotor effectue des petits mouvements (nutations), revêt 
une importance substantielle pour la détermination de la précision 
des indications des systèmes inertiels. À ce propos, il est d’un inté- 
rêt pratique indiscutable de préciser la formule approchée de Magnus 
obtenue au paragraphe précédent pour la valeur moyenne de la vi- 
tesse de rotation de l’anneau de cardan extérieur d’un gyroscope 
libre, lorsque celui-ci est animé d’un mouvement de nutation. 

Au cours du présent paragraphe, nous nous proposons, dans 
l'hypothèse (3.1.27) simplifiant les calculs. d'obtenir pour cette 
vitesse une expression sous forme de série de puissances d'un para- 
mètre a introduit au $ 2 du présent chapitre au moyen de la formule 
(3.2.47). Il se trouve que le premier terme de cette série correspond 
à la formule de Magnus. 

Continuons l'étude du mouvement du gyroscope suspendu à la 
cardan, dans le voisinage de son état stationnaire (les deux anneaux 
de cardan étant immobiles et le rotor étant animé d'une rotation 
uniforme), en introduisant à cet effet un plan de phase, de même 
que nous l'avons fait au $ 2 du présent chapitre. Prenons mainte- 
nant pour coordonnées de phase l’angle & caractérisant la rotation 
de l'anneau de cardan extérieur par rapport au support fixe, et 
l’angle B qui détermine la position de l’anneau intérieur par rapport 
à l’anneau extérieur (l’angle formé par l’axe du rotor avec la perpen- 
diculaire au plan de l’anneau extérieur). Rappelons qu’au $ 2 men- 
tionné les coordonnées de phase étaient constituées par B et v — 
— df/dt. 

Au début de ce chapitre, nous avons indiqué trois intégrales 
premières (3.1.17), (3.1.20) et (3.1.21) des équations différentielles 
(3.1.15) du mouvement du gyroscope suspendu à la cardan. Puis, il 
a été montré comment choisir les constantes de ces intégrales pour 
que le mouvement du gyroscope s'effectue au voisinage de l'état 
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stationnaire mentionné dans lequel, en vertu des égalités (3.1.16), 
les angles & et B sont constants, alors que l'angle y dont le rotor est. 
tourné par rapport à l'anneau de cardan intérieur varie avec une 
vitesse angulaire constante. L'étude du mouvement du gyroscope 
dans le voisinage d’un tel état se ramène à la résolution de l'équation 
différentielle (3.2.10) 


H® (sin P—sin f,)? dB \2 
suivie de l'intégration dans le temps du second membre de la rela- 
tion (3.2.9), soit : | 

da (sin p,— sin f) 

JD (3.4.2) 


Nous avons conservé ici les désignations introduites aux $$ 1 et 2 
du présent chapitre. En particulier, B, est la valeur de l’angle $ 
pour laquelle s’annule la vitesse angulaire da/dt de l’anneau exté- 
rieur. Au $ 2, il a également été montré que dans le cas du mouve- 
ment de nutation du gyroscope, l’angle B en tant que fonction du 
temps, variait périodiquement. Ceci étant, la période de nutation 
est donnée par la formule 


Be  ——— 
T—2 { RE (3.4.3) 
FA y EJ (B)— AH% (sin BP—sin f,)° 


Pendant une demi-période de sa variation, l'angle B croît de fa- 
çon monotone depuis une certaine valeur f, jusqu à f.. Ces dernières 
sont les racines de l’équation trigonométrique (3.2.15), soit 


LH? ee a B«)? np. (3.4.4) 


Puis, pendant l’autre demi-période, l’angle B décroît de façon 
monotone dans le même intervalle Jf,, B.l. Un mouvement pério- 
dique du gyroscope suspendu à la cardan n’a lieu que pour des va- 
leurs suffisamment petites de la constante E, inférieures à une cer- 
taine valeur £.. La formule (3.2.19) donnant la valeur £’, a été obtenue 
plus haut, au $ 2 du présent chapitre. 

D'après l’équation (3.4.1), pendant la demi-période de croissance 
de l'angle Bon a 


dB EJ (B)— H® (sin B—sin f,)° 
= ÉD P CRE sn" Œ) : (3.4.5) 


Il est naturel que pendant la demi-période suivante, la même égalité 
reste valable, mais le signe devant son second membre doit être in- 
versé. Il est évident que la vitesse angulaire df/dt de l'anneau inté- 
rieur par rapport à l’anneau extérieur s’annule, lorsque l’angle 
devient égal à B, ou f, qui sont les racines de l'équation (3.4.4). 


202 THÉORIE DE NUTATION DES GYROSCOPES (CH. IL 


Divisons membre à membre les égalités (3.4.2) et (3.4.5). Il 
s'ensuit l'équation différentielle 


du 7 8. H (sin B,—sin B) 
df V J(B) ET (BP) —H? (sin B—sinB,)° (9559) 


qui permet, après intégration, de construire en principe une courbe 
(fig. 94) de variation simultanée des angles & et B dans le plan de 
phase fa, lorsque l’angle 
î croît dans l'intervalle JB,, Bi. 
La fonction figurant au 
second membre de la dernière 
relation tend vers l'infini. 
lorsque l'angle B s’approche 
de l’une de ses valeurs f, ou 
B.. C'est pourquoi la courbe 
traduisant la variation de 
l'angle & en fonction de la 
variable B possède des tangen- 
tes verticales pour 6 = B, et 
pour B = $.. Il est également 
évident que la tangente à cette 
courbe est horizontale pour 
Fig. 9% B = B, parce que dans ce 
j cas le second membre de la 
relation (3.4.6) s'annule. 
Considérons une des demi-périodes de variation de l’angle B au 
cours de laquelle cet angle croît de B, à B, et désignons par «a, et &, 
les valeurs correspondantes de l’angle &. Vers la fin de la demi- 
période, lorsque l'angle B atteint sa valeur f., l'angle & variera de 
la quantité 


] 
1 
l 
Ï 
il 
? 


Be 
LU = — | 
B1 

La variation de l'angle «& sera exactement la mème. lorsque l'angle 
6 ira en décroissant jusqu’à sa valeur B,. En effet, pour calculer cette 
variation, il convient encore d'intégrer le second membre de la re- 
lation, cette fois de B, à B,, après avoir inversé son signe en vertu de 
ce qui précède. 

Comme il résulte des formules approchées obtenues au paragraphe 
précédent, le graphe de variation de l’angle & en fonction de l'angle 
B est une courbe non fermée, lorsque les valeurs de et f, sont po- 
sitives. En se déplaçant suivant cette courbe, le point représentatif 
d’abscisse B (f) et d’ordonnée « (t) glisse finalement vers le bas 
{v. fig. 94). On peut s’en assurer directement à l’aide d’une construc- 
tion suffisamment précise, graphique ou numérique (en particulier, 


8 II (sin P—sin B,) df 


JB) Y EJ(B—H:(sinp—sinf,.) SC 
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sur un calculateur électronique), de l’intégrale du second membre de 
la formule (3.4.7), en appliquant les procédés habituels pour la re- 
cherche des intervalles d'intégration contenant des points singuliers 
de la fonction à intégrer !). 

Pour calculer la vitesse angulaire moyenne de la dérive de l’an- 
neau de cardan extérieur, il convient évidemment de diviser la dif- 
férence &, — «3, représentée par l'intégrale définie (3.4.7), par la 
demi-période de nutation du gyroscope. Compte tenu de la formule 
(3.4.3), on obtient le résultat suivant : 


Bo 
{æ) [ | [EJ (B)— A? (sin B—sin B,)°] J (B) | 


1 (OT v J(B) dB |". (848) 


 V'ET (BH (sin B—sin 4) 


Effectuons dans le second membre de cette égalité les calculs né- 
cessaires, en supposant valable la relation (3.1.27) entre les moments 
d'inertie 4,, C, de l’anneau de cardan intérieur et le moment d'iner- 
tie équatorial À du rotor de gyroscope. Suivant la formule (3.1.10), 
la fonction J'(B) se réduit dans ce cas à la constante 4, + C,. On a 


: Ê (sin P— sin B,) dp 
(a = ne A+C al y b°— (sin B—sin f,)° ] d 
\ dB 1 # 9 
à ji b®— (sin B—sin =] F4 
où 
b2 = Er. (3.4.10) 


A la fin du $ 2 du présent chapitre, il a été introduit, au moyen 
de l’égalité (3.2.47), un paramètre sans dimension a. En remplaçant 
dans cette égalité la fonction J'(B) par la constante 4, + C;, on ob- 
tient 

o _ E(As+Ci) 
= “rc, (3.4.11) 
Maintenant, en tenant compte de la relation (3.4.10), on est conduit 
à la relation suivante entre les paramètres positifs a et b: 


= a cos (3.4.12) 


a 


1) Voir, par exemple, NV. Bakhvalov « Méthodes numériques ». M., Ed. 
«Mir», 1975 (traduit du russe). 
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Si l’on utilise à son tour l'égalité J (8) = 4, + C, dans l'équation 
trigonométrique (3.4.4) pour la détermination des valeurs B, et f., 
cette dernière devient 

H? (sin B, —sin B})° 

= A = E. (3.4.13) 
D'où il résulte, compte tenu de la désignation (3.4.10) et de la rela- 
tion (3.4.12), deux égalités 


sinf, =sinf, —acosh, (3.4.14) 
et 
sin f, = sin B, + a cos B, (3.4.15) 
qui permettent de déterminer les bornes d'intégration dans la for- 
mule (3.4.9). 
Faisons maintenant, au second membre de la formule (3.4.9), un 


changement de la variable $, suivant laquelle se fait l'intégration, 
par une nouvelle variable Ÿ définie par la relation 


sin = sin $, + a cos , sin Ÿ. (3.4.16) 

Dans ce cas, on a 
cos p dB = a cos B, cos Ÿ db. (3.4.17) 
Le changement de variable B par Ô étant effectué, les bornes d’inté- 
gration B, et B, dans la formule (3.4.9) deviennent alors — x/2 et 


r/2, en vertu des égalités (3.4.14) et (3.4.15). En tenant compte en- 
core de l’égalité (3.4.12), on obtient 


1/2 ñj2 
SE Ha cos B, | Re | 
(a) —= TAC [ h 0 | Cf os cosp £ (3.4.18) 


Il s'ensuit de la relation ie que 
cosB=cosf, V 1—2atgp, sin Ü—a?sin’ à . (3.4.19) 


Développons maintenant le second membre de la dernière égalité 
en série suivant les puissances du paramètre a. On obtient, à des 
termes de troisième ordre en a près, 


1 1 x 1 9 : 
TosB — # L' + a te, sin Ÿ + a2 (+ ++ gp) sin? Ÿ + 
Ha (te Ba+ Step, ) sin &|.  (3.4.20) 


Ainsi, avec la même précision, 
x/2 


| ren [1+ T (1+38tgp,)] (8.421) 
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et 


sin bdd _ sa tspe [4 + HE (345 182 B+)|. (3.422) 


cos 2cos 
J,, © be 


En portant les expressions ainsi trouvées dans la formule (3.4.18) 
et en tenant compte encore une fois de l'égalité (3.4.11), on obtient, 
pour la vitesse moyenne de dérive du gyroscope, l'expression sui- 
vante : 


(æ) = on [1 re (7 +9 tg? Bs) | .  (3.4.23) 


Elle est valable à des termes de quatrième ordre en a près. 
Plus haut, au $ 3 du présent chapitre, nous avons désigné par 


&, la valeur maximale de la vitesse angulaire da«/dt de l'anneau de 
cardan extérieur du gyroscope libre, dans le cas des mouvements de 
nutation sur un support fixe. L’examen de l’intégrale de l'énergie 
modifiée (3.1.21) montre que cette vitesse angulaire présente sa 


valeur maximale &, en même temps que s’annule la vitesse angulaire 
dB/dt de l’anneau de cardan intérieur par rapport à l’anneau exté- 
rieur. Ceci se produit à des instants où l'angle f lui-même prend l’une 
de ses valeurs extrêmes B, ou B.. En posant dans l’intégrale première 
mentionnée (3.1.21) la vitesse angulaire df/dt nulle et la quantité 
J(B), comme précédemment, égale à la somme 4, + C,, on obtient 


(Aa + Ca =E. (3.4.24) 


Remplaçons maintenant dans la formule (3.4.23) la constante E et 
le paramètre a par leurs valeurs données par les égalités (3.4.24) 
et (3.4.11). Il vient 


a (43 Ci) 18 Be | &2 (As + Ci)? 
2H cos By 1++ 8H3 cos: f, (PRES Bs)]. (2:42) 


En principe, la dernière formule prétend être plus exacte que la 
formule de Magnus. Remarquons toutefois qu’à la différence de la 
formule de Magnus, celle-là a été obtenue pour un cas particulier 
où la fonction J'(B) était constante (égale à la somme des moments 
d'inertie 4, et C,). 


Pour des calculs pratiques de la vitesse moyenne de dérive (&) 
à l’aide de la formule (3.4.25), il suffit de prendre pour valeur de 
l'angle B, (rappelons que pour $ = $B, la vitesse angulaire da/dt 
s’annule) la moyenne arithmétique des valeurs extrêmes B, et f, 
de variation de l’angle B, à condition que celles-ci ne diffèrent que 


peu l’une de l’autre. La quantité La se détermine dans ce cas à l’aide 
de la théorie linéaire des petits mouvements du gyroscope suspendu 


(&)= — 
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à la cardan, qui a été exposée au $ 3 du présent chapitre, où l’on doit 
poser Po = 4. . 

En partant de la deuxième formule (3.3.6), il n’est pas difficile 
d'obtenir pour l’amplitude y, de variation de l’angle f lors du mou- 


vement de nutation du gyroscope suspendu à la cardan, l’expression 
suivante : 


7 J (Bo) 
-Qy “G. (3.4.26) 


D'après la première formule (3.3.6), la quantité" y, représente dans 
ce cas l’amplitude de variation de l’angle «. Compte tenu de ce qui 
précède, il convient de poser 


J(Po) = JB») = 4: + Ci. (3.4.27) 


Si maintenant l’on tient compte des formules (3.3.16) et (3.3.8), on 
est conduit à la relation suivante entre les quantités &, et y: 
ASEC: = 
Va = Heosbe %e° (3.4.28) 
En utilisant la dernière relation, on obtient 


a? (42+ Ci) tg Be __ ÆHsinf, y, 1. ai (42+ C1) 1 
— 2Hcosf 24H00) Ver 8% — SHicosp, 8 Ve 
(3.4.29) 


En vertu des dernières égalités, la formule (3.4.25) se met sous la 
forme 


2: H sin By : je 
= — eye [1 + Eué(T+9te28,)]. (34.30) 


Exemple numérique.— Soient 4, = 6 g-cm-s; C;, = A+ 
+ À = 10 g-cm-s*; 8 = 9 g-cm.s°; H = 50 000 g-cm.s; Bo = Be = 45° 
et l'amplitude y, des ‘oscillations de l’ A intérieur du gyroscope (c' est-à-dire, 
des variations de l’angle B) est de 1° (0,01745). 

Dans ce cas, on a 


J(Bo) = 42 + C1 = 16 g-cm.s* 
et, suivant la formule (3.3.8) du paragraphe précédent, 
H cos B, 


V= —— = 2946 si, 
Y O7 (Bo) 
Il découle des formules (3.4.26) et (3.4.27) que la quantité 
7 re 
Q= Ya l AC = 0,01309 ce 0,75° 


représente l'amplitude d'oscillations de l'anneau extérieur du gyroscope 
(c'est-à-dire l'amplitude de variation de l’angle a). 
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Pour trouver l'amplitude a, de variation de la vitesse angulaire de l'an- 
peau extérieur, il convient d’ avoir recours à la formule (3.3.16) du paragraphe 
précédent. On a 


a, = vQ = 38,56 s-1. 


Par conséquent, 


(æa)° (42+ Ci) : : 
Toreos Es tg PB, = 0,3365 s 
et 


20) A ECS : 4: ä 
rer (T+9 tg° B«) = Ya(i+9 te B«) = 0,0006091. 


Finalement, la formule (3.4.25) donne pour la vitesse moyenne de dérive de 
l'anneau extérieur, la valeur suivante: 


(a) = —0,3365(1 -- 0,0006091). 


Le calcul de (œ) au moyen de la formule (3.4.30) aboutirait, bien entendu, au 
même résultat. 


Dans l’exemple numérique que nous venons de considérer, le 
deuxième terme entre crochets de la formule (3.4.25) s'est trouvé 
très petit devant l'unité, malgré une valeur considérable des am- 
plitudes d'oscillations angulaires des anneaux de cardan (près de 
un degré) et, par conséquent, une forte valeur de la vitesse angulaire 


(a) de la dérive systématique de l'anneau extérieur. Or, les formules 
(3.3.26) et (3.4.25) coïncident à ce terme près. Il est donc naturel 
de s'attendre que dans le cas général où la fonction J (6) se repré- 
sente par la formule (3.1.10) et donc ne se réduit pas à une constante, 
des calculs analogues, bien que plus complexes, conduiront à la même 
conclusion. Ainsi donc, cet exemple numérique donne lieu de consi- 
dérer que la formule de Magnus approchée (3.3.26) établie au cours du 
paragraphe précédent est, sans aucun doute, digne de foi. On peut 
s'en assurer aussi directement en procédant à la minoration et à la 


majoration de la valeur mentionnée (œ) de la vitesse angulaire de 
dérive systématique de l’anneau de cardan extérieur du gyroscope 


animé d’un mouvement de nutation. Essayons d'estimer (a) dans 
le cas le plus simple d’un gyroscope suspendu à la cardan dont les 
moments d'inertie de l’anneau intérieur et du rotor sont liés par la 
relation (3.1.27), si bien que la fonction J (B) se réduit à la constante 
A, + C\et donc la vitesse angulaire (œ) se traduit par la formule 
(3.4.18). 


Remarquons qu'en.faisant usage de l'égalité (3.4.19), on peut 
mettre les intégrales définies contenues dans la formule (3.4.18) 
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sous la forme suivante : 


x/2 x/2 
| _à0 ____1 | db e 
cos cos V1 —2a tg Be sin Ÿ — a? sin: Ÿ _ 
EP Pe J,, v1—2a tg Ps sin ®— af sin° Ô 
x/2 


= à | | 
COS Pe LE 1— 2a tg PB, sin Ÿ — a* sin* Ÿ 


1 


| TÛ0 — 
ae 1+ 2a B. sin Ÿ — at sin° Ô | 


 _— _ { = A er + 7) 40 (3.4.31) 


et, manière NRA 


7/2 
if = RE ER = ue à sin Ô d6. 


71/ 


(3.4.32) 
On a introduit ici les désignations 
2a tgP,sind —e, asinô — 6. (3.4.33) 


Supposons que l'angle B,, c'est-à-dire la valeur moyenne de l'angle 
B que l’axe de rotation propre du rotor fait avec la perpendiculaire 
au plan de l’anneau extérieur, est positif. Supposons également qu'il 
est nettement différent de 90° (inférieur à 75°, par exemple). Dans 
ce cas, si l'amplitude y, d'oscillations angulaires de l'anneau inté- 
rieur du gyroscope est suffisamment petite, les anneaux de cardan 
seront à tout instant, loin de la position dans laquelle ils se confon- 
dent. En vertu de la dernière égalité (3.4.29), le paramètre a peut être 
posé égal à l’amplitude Ya mentionnée. Si cette dernière est petite 
(par exemple, inférieure à un degré), les quantités e et ô définies par 
les formules (3.4.33) peuvent être considérées, d’après ce qui pré- 
cède, comme très petites devant l'unité, soit 


ELA, Ô< 1. (3.4.34) 
Introduisons un nombre positif de faible valeur 
KE Tr (3.4.35) 


dont l'ordre de grandeur est, suivant les désignations (3.4.33), 
celui du paramètre a. On a maintenant 


1 1 1 
Vient yi-E vis" 


(3.4.36) 
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En se servant des formules bien connues du développement en série 
de la puissance rationnelle d’un binôme, on obtient 


- 
pi—e—6 y1—56° 


1-35 = 
+R +...) (8.437) 
et, de façon analogue, 
1 1 1 1-3 
1 sn 
Vi+e—6: A! ET ve 
1:35 4, 1:3-5.7 | 
D.4G * +535 mi —...). (3.4.38) 


La somme S, aussi bien que la différence R, des seconds membres 
des dernières formules est représentée finalement par une somme de 
seuls termes positifs. En effet, 


1 a - 2 3 2 : 3:5°7 & 
ne (2+26+ 78% +..) 
(3.4.39) 
et 
EE : 3°5 31 397,5 
es pie yi+e—06 1 — 63 (x+75% Hé db |. 
(3.4.40) 
Il est évident que 
S> = >? (3.4.41) 
et, compte tenu de la formule (3.4.35), 
RD DATE (3.4.42) 


D'un autre côté, les égalités do et (3.4.40) entraînent les iné- 
galités ideal 


SE ——— me + %ô si — 
1 #° ” 
etes (3.4.43) 
et 
R< #3 + x +. 
5 + = | 
4 
= (+) rt (3.4.44) 


14—-01247 
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Compte tenu de (3.4.31) et (3.4.32), ainsi que de (3.4.39) et (3.4.40), 


la formule (3.4.18) exprimant la dérive systématique (&) de l’anneau 
de cardan extérieur du gyroscope animé d'un mouvement de nutation 
peut se mettre sous la forme 

x/2 


: 8 f R sin Ô dû 
7  — a COS es 0 ,= 
(a) EE À: +- C1 ñ/2 e (3 4.49) 
| Sdÿ 
0 


En tenant compte maintenant des inégalités (3.4.41), (3.4.42), 
(3.4.43) et (3.4.44), on obtient l'estimation suivante: 


7/2 X/2 


\ e sin 0 dû aie f R+ sin 0 dô 

0 a) (As+ Ci 0 Q 4 
CE <—  Hacosbe — #2 : (3.4.46) 
f sta [ 246 
0 0 


Compte tenu de la formule (3.4.43) et des désignations (3.4.35) et 
(3.4.33), on a 


7/2 


a/2 : 
| stao= | : (2+ 7) dt 
0 


VIE VUE 


x/2 
: | re Lao eceneer Je. (6.447 
Il est évident que dans tout l'intervalle d'intégration ]0,r/2[ona 

4 — a° sin Ÿ > 1 — a° (3.4.48) 
et 
(1 — a° sin* 8) — (2a tg B, sin 8) > 

> 1 — 2a° — (2atgB,)*. (3.4.49) 

Par conséquent, 


X/2 x/2 
£ 1 (2a tg B, sin Ÿ)* _ 
LS v 1—a [2+ 1— 2a?— (2a tg B.)° ] ai 


_ 7 a? 1g? Po 
Fe (1 + rte) . _(3.4.90) 


Des considérations analogues conduisent à la conclusion que 


me a tghs 


; :-2 3a? tg2 B, | 
| R* sin Ÿ TT rc à (1 + er) .. (3.451) 


0 
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Compte tenu de la première formule (3.4.33), les deux dernières iné- 


galités permettent de remplacer l'estimation (3.4.46) de (a) par la 
suivante 


Loto 1—2a—4attgtBe (4: C1) (a) 
D V1 — a tehs 1 — 2a°— 3a° tg° fx < » Hacosf, < 
1 atgB 
D * — Va — a? te? 
Ua} Î—2a° — a te fe, 
Si dans la double inégalité obtenue on rejette les termes de troisième 
ordre en a, elle se réduit à l'égalité 


A+ Ci) (a 1 
_ Aitenie) L = —atghs. (3.4.53) 


En y remplaçant le paramètre a par sa valeur suivant la formule 
(3.4.11) et en tenant compte de la relation (3.4.24), on tire de cette 
dernière égalité la formule 


Hatsinps __ %a(4:+ Ci) tee 
7 2(45+C) — 2H cos Be | 


Am — 


(3.4.54) 
Elle coïncide avec la formule de Magnus (3.3.26), si l'on ne fait pas 
de distinction entre les quantités B, et B.. 

Il n’est pas difficile de voir que la quantité a tg P, satisfait, 
elle aussi, à la double inégalité (3.4.52), ce qui implique 


A EC x | 1 :V (a; be 
HE Lane tetes MER, Gin 


y (A—aÿ ? 


où 
1— 2° — at te? f, 


2 1 — 20° — hat tg 
N (a; Be) = Dr ne (1 — 02) Er ere (3.4.56) 


On en tire l'estimation suivante de la formule de Magnus: 
Er ” | "NV (a; Bs) L 
[Co — an Ilan ET (3.4.57} 
qui est valable dans le cas où est vérifiée la relation (3.1.27), c’est- 


à-dire lorsque À, + À = C;. Ici «, est la valeur de la dérive systé- 
matique du gyroscope, calculée au moyen de la formule (3.4.54). 

L'estimation (3.4.57) peut être remplacée par une estimation 
plus simple si l’on tient compte du fait qu'on a toujours ; 


2+4tgeB, 
N (a; Ps) <a? ie ce 2a?+4attgtp. (3.4.58) 


La différence entre ces estimations est peu importante. : 


14% 


. 9 
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Dans l'exemple numérique considéré ci-dessus, la dérive systé- 
matique de l’anneau extérieur du gyroscope, calculée par la formule 
de Magnus s'élevait à —0,3365 s-1, alors que l’amplitude y, d’'os- 
cillations de l’anneau de cardan intérieur était prise égale à 1° 
(0,01745). 

En remarquant que d'après les égalités (3.4.29) a = y, et en 
utilisant dans (3.4.56) les autres données numériques adoptées dans 
l'exemple considéré plus haut, on obtient 


| (a) + 0,3365 | < 0,0006158 s-1, 


Ainsi, l'erreur introduite dans notre exemple par la formule de Mag- 
nus est, en tout cas, inférieure à 1 %. Signalons que le calcul de la 
même erreur, effectué plus haut au moyen de séries, donne lieu de 
croire qu’en réalité cette erreur est encore plus petite. 

Dans le cas général, lorsque la fonction J'(B) ne se réduit pas à 


la constante À, + C;, les estimations de Ja vitesse angulaire (&) 
de dérive systématique de l’anneau extérieur du gyroscope ont été 
obtenues, par des voies différentes, par K. Valéev 1) et V. Jourav- 
lev *). De plus, en utilisant les méthodes de programmation linéaire, 
V. Jouravlev a construit pour le cas de J(B) = 4, + C; une suite 


de majorants et de minorants qui converge vers (&) cherchée. 


$ 5. Stabilisateur gyroscopique à un axe 


Les gyroscopes sont utilisés dans de nombreux cas pour stabiliser 
les différents dispositifs (plates-formes pour les accéléromètres, 
aériens de radar, etc.) placés sur des mobiles et animés, en plus de 
leur déplacement principal, encore de mouvements angulaires sup- 
plémentaires, généralement de caractère aléatoire. La stabilisation 
gyroscopique peut être indirecte ou directe (asservie). Dans le pre- 
mier cas, le dispositif à stabiliser reproduit, dans l’essentiel, à l’aide 
de systèmes d’asservissement, le même mouvement angulaire par 
rapport au support mobile que celui du gyroscope lui-même. Dans 
le second cas, le gyroscope fait partie du dispositif à stabiliser et 
peut, à certains instants, supporter directement tous les efforts qui 
tendent à troubler cette stabilisation. Plus haut, nous avons déjà 
étudié certaines propriétés des stabilisateurs gyroscopiques asservis, 


1) K. Valéev « Sur la précession d’un gyroscope symétrique suspendu à la 
cardan » (Bausees K. l'. « O npeneccax CHMMETPHAIHOrO rHPOCKONA B KAPHAHOBOM 
nommece ». — Mexannuka TBepzoro Tena. Pecny61mKkKaHCKH MexKBeNOMCTBeHHHË 
c6opaxx, MX 7, Kues, « Haykosa nyxxa », 1974) (en russe). 
= 2) V. Jouravlev « Sur la question des estimations de l’effet Magnus » 
(ÆK ypasses B. ®. « K sonpocy 06 oneakax 2hexkta Marayca ».— JIlokr. AH CCCP, 
4976, T. 227, Ne 1) (en russe). 
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principalement du fait qu’au point de vue de la théorie de précession 
des gyroscopes leur mouvement est soumis à des liaisons de caractère 
non holonome (v. tome I, chap. IV, $$ 1,4 et 5). Comme il a été dit 
aux $$ 2 et 5 du chapitre précédent, les équations établies sur la 
base de la théorie de précession des gyroscopes ne sont applicables 
ni à une étude détaillée des phénomènes transitoires intervenant 
dans les stabilisateurs gyroscopiques, ni à l’étude de leur stabilité 


Fig. 95 


de fonctionnement. Pour la résolution de ces questions, il faut faire 
usage des équations complètes du mouvement d'un dispositif gyro- 
scopique donné, en y gardant des termes contenant les dérivées se- 
condes par rapport au temps des coordonnées généralisées. 

Les stabilisateurs gyroscopiques asservis sont des systèmes élec- 
tromécaniques. De ce fait, le système d’équations différentielles 
qui décrivent leur comportement doit encore inclure les équations 
des phénomènes transitoires qui se déroulent dans les circuits électri- 
ques de tels systèmes 1). 

Le paragraphe actuel se propose d'étudier la théorie lineaire 
d’un stabilisateur gyroscopique à un axe dont les organes essentiels 
sont (fig. 95) le gyroscope G et le moteur électrique ME à courant 
continu et à excitation indépendante, commandé par l’amplificateur 
le plus simple À. L’anneau de cardan extérieur AE du gyroscope G 
forme mécaniquement un tout avec le corps à stabiliser CS ou a avec 


1) Voir, par exemple, Hwauncruü A. 9. « MeXxaHnKa ræpocKonnyecKux 
cucTem » (4. fshlinsky « Mécanique des systèmes gyroscopiques »). M., F37n-B0 
AH CCCP, 1963 (en russe). 
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lui un axe commun. Le moteur ME que l’on appelle souvent moteur 
de stabilisation est relié à l’anneau AE£ par l'intermédiaire d’un 
démultiplicateur de rapport de réduction j. L'amplificateur reçoit 
à son entrée la tension prélevée au capteur C à l’aide duquel on 
enregistre l’angle f de rotation du boîtier de gyroscope G par rapport 
à son anneau extérieur AE. Posons que la force électromotrice V 
développée à la sortie de l’amplificateur est liée à l'angle B par la 
relation différentielle 


dv : 


Ici le paramètre u est la pente de caractéristique de l'amplificateur, 
rapportée à l'angle f. et + est la constante de temps. La relation 
(3.5.1) est une des plus simples. 

La variation du courant i, dans le circuit électrique de l’induit 
d'un moteur à courant continu à excitation indépendante se décrit 
par l’équation différentielle 


V=Ri+LS+CT (3.5.2) 


dans laquelle R est la résistance et l’ oo. propre de ce cir- 
cuit, C le coefficient de force contre-électromotrice du moteur et q 
l’angle de rotation du rotor du moteur par rapport au stator. 

Le couple moteur M, développé sur l’arbre du moteur s'exprime, 
si l’on néglige les flux de dispersion magnétique, par la formule 


M, + 7 (3.5.3) 


où g est un coefficient numériquement égal à 9,81 si le couple moteur 
M, est mesuré en kilogrammètres, le coefficient de force contre- 
électromotrice C en volts multipliés par seconde et l'intensité du 
courant i; en ampères. 

Expliquons le principe de fonctionnement du stabilisateur gyro- 
scopique sur la base des lois de la théorie de précession des gyrosco- 
pes. À cet effet, considérons son comportement sur un support im- 
mobile, tout de suite après l’application à l’axe de l’anneau extérieur 
AË du gyroscope G d’un couple dit déstabilisant M* constant en 
intensité et en direction. Le couple M* fait précessionner le rotor 
de gyroscope G qui tourne, en entraînant le boîtier, par rapport à 
l'anneau extérieur À E autour de l'axe y, (y,) du boîtier. Dès que l’an- 
gle B devient différent de zéro, le capteur € commence à envoyer à 
l’entrée de l’amplificateur À une tension progressivement croissante. 
J1l en résultera une croissance de la tension obtenue à la sortie de 
l’amplificateur À et, par conséquent, une augmentation de l’inten- 
sité du couple M, sur l'arbre du moteur ME. L'anneau extérieur 
du gyroscope sera” soumis, par l’intermédiaire du démultiplicateur, 
à un couple M croissant en même temps que l'angle $. 
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Négligeons le frottement dans le démultiplicateur, ainsi que, 
comme on doit le faire toujours lorsqu'on applique les équations 
de la théorie de précession des gyroscopes, les moments d'inertie 
du rotor de moteur et des parties tournantes de démultiplicateur. 
On peut alors considérer que de façon approchée 


Mi = — jM,. (3.5.4) 


Par un branchement convenable de l’enroulement d’induit du moteur 
ME sur les bornes de sortie de l’amplificateur À, on peut toujours 
assurer au couple M un sens tel qu’il soit opposé au sens du couple 
déstabilisant M*. C'est pourquoi, lorsque l'égalité 


M* + ML =0 (3.5.5) 
est réalisée, l’angle B cesse de varier. 

Supposons que le frottement dans les paliers de l’axe y, du boîtier 
est négligeable et que la somme des moments, par rapport à cet axe, 
de toutes les autres forces agissant sur le boîtier et le rotor est nulle, 
Selon la théorie de précession des gyroscopes (v. chap. II, $$ 1 et 2), 
l'angle &« gardera alors sa valeur initiale pendant tout le temps de 
variation de l’angle f. Ceci signifie que la stabilisation de l’anneau 
extérieur dans l'exemple considéré peut se conserver aussi longtemps 
que l’on veut, si seulement le moteur peut développer un couple M, 
capable de faire équilibre au couple déstabilisant M*. Dans le cas 
contraire, l’axe du rotor de gyroscope peut être amené, par suite de 
la précession, en coïncidence avec l’axe de l’anneau extérieur, et la 
stabilisation sera dérangée. 

Il semble à première vue qu’en choisissant convenablement le 
rapport de réduction jÿ, on peut, quel que soit le moteur utilisé, 
assurer l'égalité (au signe près) du couple M2 (exercé par le démulti- 
plicateur sur l’anneau extérieur) au couple déstabilisant M*, quelle 
que soit l'intensité de ce dernier. Cependant, il n’en est pas ainsi. 
La valeur maximale admissible du rapport de réduction j se déter- 
mine par les conditions de stabilité du stabilisateur gyroscopique. 
Si les conditions de stabilité ne sont pas réalisées, il en résulte, 
en règle générale, l'apparition des oscillations angulaires 
divergentes (c'est-à-dire d'amplitude croissante) de l'anneau 
extérieur et du boîtier du gyroscope. La pulsation de telles oscilla- 
tions est généralement incomparablement plus élevée que celle des 
oscillations du support sur lequel est placé le stabilisateur. C'est 
pourquoi, pour l'étude des conditions de stabilité du stabilisateur 
gyroscopique, on convient de supposer que son support est immobile. 

Dans des systèmes sans frottement à sec, l'instabilité se manifeste 
d'abord par des oscillations de faibles amplitudes. Il semble donc 
logique d’avoir recours, pour établir les conditions de stabilité, aux 
méthodes de la théorie des petites oscillations et, par conséquent, 
aux équations linéarisées du mouvement du gyroscope. 
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Commençons par utiliser les équations complètes (3.3.1) du 
mouvement d’un gyroscope libre suspendu à la cardan, qui ont été 
indiquées au $ 3 du présent chapitre. Introduisons dans le second 
membre de la première de ces équations le couple déstabilisant WM* 
et le couple M£ exercé par le démultiplicateur sur l'anneau de cardan 
extérieur. En conservant les désignations adoptées dans les para- 
graphes mentionnés, on obtient les 7. 


TBE: BE + HcosBp—V*- ME, (3.5.6) 
d° 2 = 
OF J'(B(SE) —HcosB = 0. (3.5.7) 


Pour l’analyse qui suit, il est nécessaire de tenir compte de l’équa- 
tion du mouvement du rotor de moteur de stabilisation. Dans le cas 
considéré où le support est immobile, elle est de la forme 


DER = Mo — Ms (3.5.8) 


où O est le moment d'inertie du rotor de moteur, ç l'angle de rota- 
tion du rotor par rapport au stator ou, ce qui revient au même, par 
rapport au support immobile du stabilisateur gyroscopique, M? 
le couple exercé par le moteur sur le démultiplicateur. 

Si l’on néglige le frottement dans les éléments du démultiplica- 
teur et leur inertie, il convient de poser 


Mi = — jM. (3.5.9) 


Remarquons que la relation (3.5.4) indiquée plus haut découle de 
l’égalité (3.5.9) et de l’équation (3.5.8), si l’on pose dans cette der- 
nière ® = 0, c’est-à-dire si l’on néglige l’inertie du rotor de moteur. 

Multiplions par le rapport de réduction j le premier et le second 
membre de l’équation (3.5.8) et soustrayons-les respectivement du 
premier et du second membre de l'équation (3.5.6). Egalons les 
différences ainsi obtenues et tenons compte de l'égalité (3.5.9), 
ainsi que du fait que les vitesses angulaires de/dt du rotor de moteur 
et da/dt de l’anneau extérieur sont liées par la relation 


PEER EL (3.5.10) 


Après réduction des termes semblables et remplacement du couple 
moteur M, ds son expression (3.5.3), on obtient l'équation suivante : 


[7 6) +201 LE + J' (BE À + H cop -È — 


= À + M*. (3.5.1) 
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Les équations (3.5.11), (3.5.7), (3.5.2) et (3.5.1) forment un sys- 
tème complet d'équations différentielles qui décrivent le comporte- 
ment d’un stabilisateur gyroscopique. Celui-ci est soumis à l’action 
du couple déstabilisant M* appliqué à l’axe de l'anneau extérieur 
du gyroscope. De même que dans les paragraphes précédents du pré- 
sent chapitre. nous supposons absents: tous les couples extérieurs 
appliqués au boîtier et au rotor de gyroscope, le frottement dans les 
paliers de l’axe de l’anneau extérieur et de l’axe du boîtier, ainsi que 
le moment, par rapport à l’axe du boîtier, des forces exercées par 
l'anneau extérieur sur le boîtier. 

Supposons que le couple déstabilisant M* reste constant. Il est. 
facile de vérifier que dans ce cas le système d'équations sus-men- 
tionné admet une solution particulière 


a=a, B=RB*, ü=i, V="v*, (3.5.12) 


où «° est une constante arbitraire et B*, iÿ et V* sont des quantités 
définies par les formules 
_ Rg DU —— LS / 4 _ Re 5 
p=-c M, in = C M*, V*— Ts U%. (3.5.13) 
Remplaçons dans l’équation (3.5.2) la vitesse angulaire dœ/dt 
du rotor de moteur par son expression (3.5.10). Puis, dans les équa- 
tions (3.5.11), (3.5.7), (3.5.2) et (3.5.1) posons 


a=a+z, ii =i +2, 
B=B*+y, V=v*+r 
et n’y gardons que les termes de premier ordre en x, y, z et v, ainsi 
qu'en leurs dérivées premières et secondes par rapport au temps. On 
obtient finalement le système suivant d'équations différentielles li- 


néaires à coefficients constants par rapport aux nouvelles variables 
TZ, y. z et v: 


(3.5.14) 


dx dy iC 
ls + Hcosf* = Gr 2 
dy dz 
Pas PR (3.5.15) 
2).9.19 
dz .n dx 
Le+ Rz—jC = =v, 
du 
Tr +U=UYy. 
Ici, le coefficient 
I = J (B*) + j'® (3.5.16} 


est généralement appelé moment d'inertie réduit du stabilisateur 
gyroscopique. 
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Le fonctionnement du stabilisateur gyroscopique sera stable si 
l'équation caractéristique du système d'équations différentielles 
linéaires (3.5.15) n’a ni de racines réelles positives, ni de racines 
complexes à parties réelles positives. Cette équation caractéristique 
est de la forme 


TA? H cosf*X jC/g 0 
— H cos B*A OZ! 0 0 - 
— jC? 0 OS RS ER 
0 — pu 0 TÀ + 1 


Dans certains cas, on peut négliger les phénomènes transitoires 
qui interviennent dans les circuits de l’amplificateur et poser nulle 
la constante de temps 7Tt figurant dans les équations (3.5.1) et 
{3.5.15) !). L’équation caractéristique (3.5.17) devient alors après 
le développement du déterminant : 


À (ant + a À + a À + a + a) = 0, (3.5.18) 


« 


où 
ao = OL, 
a; — I8R, 
a, = H?cos? B*L + ue 8, (3.5.19) 
a; = H?cos?B*R, 
au H cos B*. 


k 


L'une des racines de l’équation algébrique (3.5.18) est nulle. 
Ceci tient à ce que la fonction cherchée x n'intervient pas dans le 
système d'équations différentielles (3.5.15) (elle n'y est représentée 
que par ses dérivées première et seconde). Les autres racines de l’équa- 
tion (3.5.18) sont négatives ou, lorsqu'elles sont complexes, n'ont 
pas de parties réelles positives si l’inégalité connue de Routh *) 


da 3 > aa, + aoû (3.5.20) 


1) Pour le cas de t-Æ0, voir, par exemple, le livre de Ya. Reutenberg 
« Gyroscopes » (PoümenGepz À. H. « l'apockonm ». N., « HayKka », 1966) (en 
russe). Des cas plus complexes de la liaison différentielle entre les tensions 
d'entrée et de sortie de l’amplificateur, considérés dans l'étude de la stabilité 
d’un stabilisateur gyroscopique, sont exposés, par exemple, dans l’article de 
I. Borissenok « Amélioration des phénomènes transitoires dans un gyrostabi- 
lisateur à l’aide de circuits de correction » (Bopucenork IT. T. « Yayuwwenne 
uepexoHHHX nPOueCCOB B rMHPOCTAaOMIH3ATOPE HPH NOMOUH KOPPeRTIPYIOIULIUX 
KOUTYPOB ». — « Becraux MY ». Cep. 1, Martematuka n mexannka, 1960, N° 1 
{en russe)). 

?) Voir, par exemple, À. Aurosh « Cours d'algèbre supérieure », Ed. « Mir », 
Moscou, 1980 (traduit du russe). 
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est réalisée. En y portant les valeurs des coefficients a,, a,, &», as, 
4, données par les égalités (3.5.19), on obtient, toutes réductions 
effectuées, la condition suivante de stabilité d’un stabilisateur gvy- 
roscopique à un axe: 

iC H 2 
T2 H cos B* ? (3.5.21) 


qui a été établie pour la première fois en 1943 par V. Kouznetsov. 
Il y a lieu d’attirer l’attention sur la circonstance suivante. La con- 
dition de stabilité (3.5.21) ne comprend ni l’inductance propre L, 
ni la résistance À du circuit d’induit, ni le moment d'inertie 6 de 
l'ensemble « boîtier-rotor » du gyroscope par rapport à l'axe du 
boîtier, ce qui semble un peu surprenant. Cependant, ces grandeurs 
et, bien entendu, certains autres paramètres du gyrostabilisateur 
influent sur le caractère des phénomènes transitoires se déroulant 
dans le gyrostabilisateur et sur l'amplitude de ses oscillations for- 
cées 1). 

La transformation de la condition (3.5.21) en une égalité signi- 
fie dans le cas général que l'équation caractéristique (3.5.18) a deux 
racines imaginaires pures, ce qui correspond au seuil de stabilité du 
stabilisateur gyroscopique. Il est donc logique de prendre pour coef- 
ficient de stabilité du stabilisateur gyroscopique que nous décrivons 
le rapport du premier membre de l'inégalité (3.5.21) à son second 
membre. Désignons ce coefficient par s. On a 


jCH cos B* 
S = ——— 
ui 
Portons dans cette relation l’expressio (3.5.16) de 7. Puisque d'a- 
près la formule (3.1.10) obtenue au $ { du présent chapitre on a 
J'(B*) = 4, + (4, + À) cosB* + C, sin*f*,  (3.5.23) 
l'expression donnant le coefficient de stabilité devient 


= ee 
u{do+ Ci+D+ (4, +4—C;) cost p*] ° 


: (3.5.22 


S 


Le coefficient s dépend, en particulier, de l’angle B* pour lequel, 
comme il a été indiqué plus haut, le couple déstabilisant AJ* est 
équilibré par le couple 77 que le moteur de stabilisation ME déve- 
loppe autour de l’axe de l’anneau extérieur. Lorsque l'angle 6* est 
égal à x/2, le coefficient s devient nul. Si, comme d'habitude, 


A: CG +}D>A; + A — Ci, (3.5.25) 


le coefficient s diminue de façon monotone, lorsque l’angle B* varie 
de zéro à x/2. En vertu de la condition (3.5.21), le stabilisateur 


1) Voir note au bas de la p. 213. 
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gyroscopique devient instable dès que le coefficient s devient infé- 
rieur à l'unité. 

Considérons maintenant la variation du coefficient de stabilité 
du stabilisateur gyroscopique en fonction du rapport de réduction 
j. D’après la formule (3.5.24), le coefficient s s'annule pour j — 0 
et tend vers zéro lorsque ce rapport de réduction croît indéfiniment. 
Ceci signifie que le fonctionnement du stabilisateur gyroscopique 
est instable, lorsque les valeurs du rapport de réduction j sont trop 
petites ou au contraire trop grandes. Le coefficient s prend sa valeur 
maximale pour une valeur du rapport de réduction j égale à 


= 0), (3.5.26) 


Cette valeur maximale s'exprime par 
 — CI cos B* 
VTC 


Si sn est inférieure à l'unité pour B* = 0, le fonctionnement du 
stabilisateur est instable, quel que soit le rapport de réduction du 
démultiplicateur, à condition que soit réalisée l'inégalité (3.5.25) 
(pratiquement elle l’est toujours). Pour que le stabilisateur gyro- 
scopique devienne de nouveau stable, il faut modifier convenable- 
ment ses paramètres et, en particulier, augmenter le moment ciné- 
tique propre À du gyroscope ou diminuer la pente de caractéristi- 
que de l’amplificateur, c’est-à-dire le paramètre u. Ceci signifie que 
si l’on veut assurer la stabilité de fonctionnement du stabilisateur 
gyroscopique, on ne peut pas choisir arbitrairement le paramètre 

. La valeur maximale admissible de ce paramètre doit satisfaire 
à l’inégalité (3.5.21). Par là même, se trouve limitée, en vertu de la 
première formule (3.5.13), la valeur maximale admissible du couple 
déstabilisant M* pour une valeur maximale possible donnée de 
l'angle B* que le boîtier du gyroscope fait avec l'anneau extérieur. 
La stabilité du stabilisateur gyroscopique peut être améliorée dans 
une certaine mesure par un choix rationnel des circuits dits de cor- 
rection ). 

Une valeur élevée du rapport de réduction j est indésirable non 
seulement parce qu'elle peut provoquer la perte de stabilité du 
stabilisateur gyroscopique. Lorsque le support du stabilisateur ef- 
fectue des oscillations angulaires, le rotor du moteur de stabilisa- 
tion reproduit ces oscillations avec une plus grande amplitude (sauf 
dans le cas, qui sera traité plus loin, où le rapport de réduction j 
est égal à —1). Il en résultera un couple supplémentaire exercé par 
le démultiplicateur sur le rotor de moteur, conformément au mou- 
vement angulaire de ce dernier. Suivant le principe de l'égalité de 


(3.5.27) 


1) Voir notel) au bas de la p. 218. 
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l’action et de la réaction, l’anneau de cardan extérieur du gyroscope 
sera soumis, à son tour, à un couple supplémentaire. Ce dernier peut 
provoquer un mouvement angulaire inadmissible du boîtier du 
gyroscope par rapport à son anneau extérieur. 

Supposons que le support du stabilisateur gyroscopique oscille 
autour de l’axe de stabilisation, en faisant avec le plan fixe un angle 
6 qui varie suivant une loi harmonique, par exemple, avec l’ampli- 
tude 6, et la pulsation p, soit 


6 — 6, cos pt. (3.5.28) 


Dans ce cas, par quantité & intervenant dans les équations (3.5.6) 
et (3.5.7), il convient d'entendre maintenant l'angle caractérisant 
la rotation de l’anneau extérieur du gyroscope par rapport au plan 
fixe (contenant l'axe de stabilisation). À son tour, l’angle @ de rota- 
tion du rotor de moteur, figurant dans l'équation (3.5.8), doit être 
compté à partir du même plan, et la relation (3.5.10) doit être rem- 


placée par la suivante: 
d . d 


En effet, les différences ® — 6 et &« — 6 représentent respective- 
ment les angles de rotation du rotor de moteur et de l’anneau exté- 
rieur par rapport au support et sont liées entre elles par la présence 
du démultiplicateur. 

Posons M* — 0 dans l'équation (3.5.6) et remplaçons le couple 
MX par son expression —jM}, conformément à l'égalité (3.5.9) 
restée inchangée. Après cela, faisons disparaître, à l’aide de l’équa- 
tion (3.5.8), la quantité M? et puis, à l’aide de la relation (3.5.29), 
l'angle ©. Nous obtenons finalement, compte tenu de la formule 
(3.5.3), l'équation différentielle 


d° ; da dfi, d 
J (B) LE + J (B) _ ê H cosf —. 
C 


A À pe d0 . = 
== — POSE + IG +0 Der bre (3.5.30) 


D'après ce qui précède, étant donné que le support du stabili- 
sateur gyroscopique est animé d’un mouvement angulaire, l'angle 
intervenant dans l'équation (3.5.2) qui décrit les phénomènes tran- 
sitoires dans le circuit d’induit du moteur de stabilisation, doit 
être remplacé par la différence  — 6. Après cela, compte tenu de la 
relation (3.5.29), l'équation (3.5.2) devient 


. d : da d6 
V=Rit+L SL jC (+). (3.5.31) 


Lorsque le couple déstabilisant M* est nul, la relation différentielle 
(3.5.1) et la formule (3.5.3) restent, bien entendu, sans modifications. 


229 THÉORIE DE NUTATION DES GYROSCOPES (CH. IIF 


Si le support du stabilisateur est immobile, le système d’équa- 
tions (3.5.30), (3.5.7), (3.5.31), (3.5.1) et (3.5.3) admet une solution 
évidente 


& —= Œo;, B — (0, ly — 0, V — 0, Mo = 0, (3.5.32} 


où &, est une constante qu on peut poser égale à zéro sans nuire en 
rien à la généralité des raisonnements qui vont suivre. Par consé- 
quent, lorsque les mouvements angulaires du support sont petits, 
par exemple lorsque les valeurs de l’amplitude 6, dans l'expression 
(3.5.28) déterminant la variation harmonique de l’angle 8 sont fai- 
bles, toutes les variables sus-énumérées, à savoir: &, , i,. A7,, V et 
leurs dérivées par rapport au temps peuvent être considérées comme 
des petits. De ce fait, gardons dans les équations énumérées les seuls 
termes de premier ordre en ces variables. On obtient, après quelques 
transformations simples, le système suivant d'équations différen- 
tielles linéaires à coefficients constants, par rapport aux variables 


@, B, i: 


d d C 
GE +H Se dix +jG+NDÉ 27 

d°p du ; 
Or H-- 0, (3.5.3) 


di Va | 
Ri,+L—— ne —jC== —jC2+ub. 


Notons que la constante de temps t figurant dans la relation diffé- 
rentielle (3.5.1) est, comme précédemment, posée égale à zéro. En 
outre, suivant la formule (3.5.16), on a introduit la désignation 


I, = J(0) + D. (3.5.34) 


Les termes j (j + 1) Dd*0/dt° et —jCd8/dt interviennent respecti- 
vement dans les seconds membres de la première et de la troisième 
équation du système (3.5.33). Ils jouent le rôle des facteurs qui per- 
turbent l’état stationnaire du stabilisateur, déterminé par les égali- 
tés (3.5.32). Le premier de ces termes caractérise l’intensité des for- 
ces d'inertie s’exerçant sur l’anneau extérieur du stabilisateur gyro- 
scopique, lesquelles sont dues à la rotation non uniforme forcée du 
rotor de moteur, en cas des mouvements angulaires du support. Ces 
forces disparaissent pour j — — 4, ce qui correspond soit à la dispo- 
sition directe du rotor de moteur sur l'axe de l'anneau extérieur 
(sans démultiplicateur), soit à des roues dentées identiques, placées 
à l'entrée et à la sortie du démultiplicateur avec emploi d’une roue 
parasite dont le moment d'inertie peut être négligé (fig. 96). Il 
n’est pas difficile de s’assurer que lorsque le support est animé de 
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mouvements angulaires, le rotor du moteur ne tourne pas dans ce 
dernier cas si l’anneau extérieur du stabilisateur est immobile. 

Le second terme perturbateur (3.5.34) caractérise une tension 
supplémentaire qui est engendrée, lorsque le moteur électrique à 
excitation indépendante fonctionne en génératrice. Le courant élec- 
trique que cette tension fait circuler dans le circuit d'induit du mo- 
teur de stabilisation provoque l’apparition d’un couple supplémen- 
taire s'exerçant sur l'arbre du 
moteur et donc d'un couple 
appliqué à l’axe de l’anneau 
de cardan extérieur du gyro- 
scope. Les deux termes per- 
turbateurs augmentent, lors- 
que le rapport de réduction 
j augmente. 

Les équations différentiel- 
les (3.5.33) étant linéaires et 
leurs coefficients constants, les 
variables «x, B et i, suivent 
(dès que le phénomène transi- 
toire dans le stabilisateur eut 
pris fin) des lois harmoniques, 
caractérisées par la même 
pulsation p que celle de la 
variation de l'angle 6, ce 
dernier étant défini en fonc- 
tion du temps par la formule Fig. 96 
(3.5.28). Les amplitudes de 
ces variables peuvent se déterminer par l’application des méthodes 
habituelles de la théorie des oscillations linéaires !). 

En choisissant les valeurs à donner aux paramètres d'un stabili- 
sateur gyroscopique, on ne se contente pas, en règle générale, de 
réaliser seulement les conditions de sa stabilité. 11 faut encore assurer 
que les valeurs maximales prises par les angles & et B au cours de leur 
variation dans les différentes conditions d'utilisation du stabilisa- 
teur ne dépassent pas certaines valeurs établies à l'avance. Ces der- 
nières sont généralement déterminées par la destination du stabili- 
sateur et par les paramètres des éléments et organes dont dispose le 
constructeur. Les exigences imposées à un stabilisateur gyroscopique 


1) Voir, par exemple, le livre de À. Jshlinsky « Mécanique des systèmes 
gyroscopiques » (Æwauncrxuü À. F0. « Mexaunka rmpockonwiecKHX CncTent ». 
M., H3n-80 AH CCCP, 1963 (en russe)), où il est également montré comment 
on peut tenir compte, de facon approchée, de l'influence du frottement à sec 
dans les axes de la suspension lors de la détermination d’un mouvement forcé 
du stabilisateur gyroscopique. 
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sont, en règle générale, contradictoires. Aussi, le choix des valeurs 
de ses paramètres résulte-t-il d’un compromis raisonnable auquel 
on a si souvent recours dans les calculs d'ingénieur. 


$ 6. Stabilisateur gyroscopique à deux axes le plus simple 


En plus des stabilisateurs gyroscopiques à un axe, dans les sys- 
tèmes de navigation par inertie on utilise largement des stabilisa- 
teurs à deux axes et surtout à trois axes. Les données de l’expérience 
montrent que les stabilisateurs à deux et à trois axes sont moins 
Stables (donc plus sujets à des auto-oscillations) que les stabilisa- 
teurs à un axe ayant les mêmes paramètres constructifs. Au cours de 
ce paragraphe, nous allons donner une interprétation théorique de 
cette propriété des stabilisateurs sur un exemple caractéristique 
du stabilisateur gyroscopique à deux axes le plus simple. 

Dans ce qui suit, pour ne pas compliquer les calculs, nous négli- 
gerons (de même qu'au paragraphe précédent) la déformabilité élas- 
tique des éléments constitutifs de la suspension du stabilisateur et 
la constante de temps des amplificateurs de stabilisation. De plus, 
nous négligerons l’inductance propre du circuit de sortie de chaque 
amplificateur et supposerons que des charges extérieures (couples 
déstabilisants) ne sont pas appliquées au stabilisateur. Les moteurs 
de stabilisation seront supposés identiques, représentés par des mo- 
teurs électriques à courant continu à excitation indépendante, de 
même que seront supposés absolument identiques les gyroscopes du 
stabilisateur. Enfin, nous supposerons que dans les axes de la sus- 
pension du stabilisateur gyroscopique il n’y a pas de frottement. 

Comme il sera montré plus loin, la condition de stabilité du 
stabilisateur gyroscopique à deux axes revêt dans ce cas la forme 
d'une inégalité algébrique simple, pareille à la condition de stabi- 
lité connue d'un stabilisateur à un axe correspondant. 

Commençons par élablir, dans les hypothèses simplificatrices 
que nous venons d’adopter, les équations du mouvement de l’ensem- 
ble électromécanique du stabilisateur à un axe. À cet effet, reportons- 
nous au système d'équations différentielles (3.5.33) qui décrivent 
le comportement d’un stabilisateur gyroscopique à un axe placé 
sur un support mobile, dans le cas où le couple déstabilisant est nul. 
Si le support est immobile, c’est-à-dire si 8 — 0, et l’inductance 
propre mentionnée L est, elle aussi, nulle, ces équations peuvent 
s'écrire, à des désignations près, sous la forme suivante: 


da dB __  jC 
he Pa 
d°f da 


.n d 
Ro— jC <= =u8. 


$ 6] STABILISATEUR GYROSCOPIQUE À DEUX AXES LE PLUS SIMPLE 225 


Pour la commodité de l'exposé, indiquons les désignations de toutes 
les grandeurs qui se rencontrent dans ces équations : 

a est l'angle de rotation de l’anneau de cardan du stabilisateur 
par rapport à une certaine position initiale, 

B l'angle de rotation du boîtier du gyroscope de stabilisateur 
à partir de la position moyenne dans laquelle l’axe de rotation pro- 
pre du rotor de gyroscope est perpendiculaire au plan de l’anneau 
extérieur, 

j le rapport de réduction du démultiplicateur entre l'axe du rotor 
du moteur de stabilisation et l’axe de l'anneau extérieur (axe de sta- 
bilisation), 

I, la somme des moments d'inertie, par rapport à l’axe de sta- 
bilisation, de toutes les parties mobiles du stabilisateur pour l’angle 
B égal à zéro, 

6 la somme des moments d'inertie du boîtier et du rotor de gy- 
roscope par rapport à l’axe du boîtier, 

H le moment cinétique propre du gyroscope, 

R la résistance du circuit de sortie de l’amplificateur, 

© la nouvelle désignation de l'intensité du courant dans ce cir- 
cuit (au paragraphe précédent elle était désignée par à), 

C le coefficient de force contre-électromotrice du moteur de 
stabilisation, 

u le coefficient d'amplification de l’amplificateur de stabilisa- 
tion, 

g un nombre doué de dimensions, égal à 9,81 V-A-s-kg-!-m-! 
(si l’on ne tient pas compte du champ de dispersion magnétique du 
moteur). 

L'équation caractéristique du système (3.6.1) est dans ce cas 
plus simple que l'équation (3.5.17) du paragraphe précédent, soit 


DA2 HX jC/g 
S(ÀA)=| —HA GA O0 |—0. (3.6.2) 
—jCh —pu  R 


Comme l'angle « lui-même n'intervient pas directement dans les 
équations (3.6.1), l'équation caractéristique (3.6.2) possède parmi 
ses racines une racine À — 0 qui est sans importance pour la suite de 
notre analyse. Aussi, pour pouvoir juger de la stabilité d’un stabi- 
lisateur gyroscopique à un axe suffit-il dans ce cas d'analyser les ra- 
cines de l’équation algébrique du troisième degré 


M + ak + bk + d = 0 (3.6.3) 
qui découle de l'équation (3.6.2). Ici, les coefficients 
__ AC? __ Hi __ uiCH 
= Von RS (3.6.4) 


sont des quantités positives. 
15—01247 
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L'équation cubique (3.6.3) ne possède que des racines complexes 

à parties réelles négatives, à condition que soit réalisée la condition 
de Routh 

ab > d. (3.6.5) 


En y portant les valeurs des coefficients a, b et d données par les 
désignations (3.6.4), on obtient la condition connue de stabilité d’un 
stabilisateur gyroscopique à un axe, sous la forme 

1C u 

TT. (3.6.6) 


Remarquons que la condition de stabilité d'un stabilisateur gyro- 
scopique à un axe, obtenue au paragraphe précédent, compte tenu 


Fig. 97 


de l’inductance propre dans le circuit d'induit du moteur, avait la 
même forme (en l’absence du couple déstabilisant M* ou, ce qui re- 
vient au même, pour B* = 0). 

Envisageons maintenant un stabilisateur gyroscopique à deux 
axes (fig. 97) constitué par deux stabilisateurs à un axe identiques 
à celui que nous venons de décrire et portés par une suspension à la 
cardan commune. Nous supposerons que les rotors des deux gyro- 
scopes du stabilisateur considéré tournent dans un même sens. 

En établissant les équations différentielles des petits mouve- 
ments du stabilisateur à deux axes, il convient d'avoir en vue que 
l'angle de rotation de chacun de ses gyroscopes par rapport au sys- 
tème de coordonnées non tournant vaut, à des petits de deuxième 
ordre près, la somme de l'angle de rotation de la plate-forme stabi- 
lisée P autour de l’axe de stabilisation correspondant et de l’angle 
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de rotation du boîtier par rapport à la plate-forme. C'est pourquoi, 
on doit, en particulier, ajouter à la vitesse angulaire df,/dt de rota- 
tion du boîtier du gyroscope de droite par rapport à la plate-forme la 
vitesse angulaire da./dt de la plate-forme par rapport à l’anneau de 
cardan extérieur. La somme df,/dt + da./dt ainsi obtenue et sa 
dérivée d“B,/dt* + d*a./dt* doivent être substituées aux termes cor- 
respondants df/dt et d*f/dt* figurant dans les équations (3.6.1) du 
stabilisateur à un axe, pour obtenir les équations du gyrostabilisa- 
teur à deux axes. Par ailleurs, en formant les équations du mouve- 
ment du gyroscope de gauche, il convient, pour une raison analogue, 
de remplacer dans les équations (3.6.1) les termes dB/dt et d°f/dt° 
respectivement par les différences d./dt — da,ïdt et d°f./dt* — 
— da/dt® (v. fig. 97). C'est ce qui distingue essentiellement Îles 
deux groupes d'équations (3.6.7) indiquées ci-dessous du système 
d'équations (3.6.1) du stabilisateur à un axe. On a 


I, ntfs de)e io, 


o (+) 0 


Ro, — jC T2 = ph, 


| 3.6.7) 
_ 2 dfs da | _ iC 
CRTC + H(<E dt de) I 0, 

jf … da das 

OÙ Ge) He = 0 


Ro LT AE = os 


où en plus des désignations À, 6, j, “4 g, R et u adoptées plus haut, 
on à maintenant : 

1, la somme des moments d'inertie réduits, par rapport à l’axe 
exterieur de stabilisation, de toutes les parties mobiles du stabili- 
sateur, excepté le moment d'inertie du gyroscope de gauche 
(v. fig. 97), 

JT, la somme analogue des moments d'inertie, par rapport à l'axe 
intérieur de stabilisation, de la plate-forme stabilisée avec tous les 
éléments qu'elle porte, excepté le moment d'inertie, cette fois, du 
gyroscope de droite par rapport à l’axe de son boîtier, 

&, l'angle de rotation de l'anneau extérieur du stabilisateur à 
partir de sa position initiale, 

4. l'angle de rotation de la plate-forme stabilisée par rapport 
à l’anneau extérieur, 

B, et B, les angles de rotation des boîtiers des gyroscopes à partir 
de leur position initiale dans laquelle les axes de rotation propre 
des rotors sont perpendiculaires à la plate-forme, 


15° 
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6. et ©, les intensités du courant dans les circuits de sortie des 
amplificateurs de stabilisation placés respectivement sur les axes 
extérieur et intérieur de la suspension. 

L'équation caractéristique du système (3.6.7) est de la forme 


IA? HA jC/g  Hhk O0 oO 


— Hh OX O0 GAZ O0 0 
—jCr —u R 0 0 0 | 
— H} 0 0 LA?  HX jC/g ai 0 
—@62 0 0 —HX 6 O0 
0 0 O —jCXx —p R 


Il se trouve que sous la condition supplémentaire 
k = 1: = 1 (3.6.9) 


l'équation caractéristique (3.6.8) peut se mettre sous la forme sui- 
vante : 

S? (À) + P* (à) = 0, (3.6.10) 
où S$ (À) est le même déterminant du troisième ordre que celui qui 
figure dans l’équation (3.6.2) établie pour le stabilisateur à un axe, 
et 

P (1) = ex. (3.6.11) 


Le premier membre de l’équation (3.6.10) peut se présenter sous 
la forme du produit de deux facteurs complexes conjugués 


SQ)+iP (Q) = 0, 
S (À) — iP (À) = 0, 
dont chacun est un polynôme de degré 4 en variable À. Il s'ensuit 
que l'étude de la stabilité du stabilisateur gyroscopique à deux axes 
que nous considérons se ramène à celle des conditions de négativité 


des parties réelles des racines non nulles de deux équations algébri- 
ques à coefficients complexes 


À [AS  aA° + (b + ic) À + dl = 0, 


(3.6.12) 


(3.6.13) 
À LAS + aX? + (b — ic) À + d] = 0. 


On a utilisé ici les mêmes désignations (3.6.4) et de plus 


C WC (3.6.14) 
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Les méthodes générales d’étude des racines des équations algé- 
briques à coefficients complexes permettent d'établir dans le cas 
considéré les conditions de stabilité suivantes: 


a>0, ab—ad—c>0, af{(ab — d} — bc] > 0. (3.6.15) 
En tenant compte du fait que les coefficients a, b, cet d sont positifs, 


la deuxième et la troisième inégalité (3.6.15) peuvent être mises 
sous la forme suivante : 


d c° d c ia 
les an 7. (3.6.16) 


La dernière de ces inégalités ne peut avoir lieu qu'à la condition 
préliminaire 


C . 4— 
no (3.6.17) 
Jl en résulte que 
CR EC 6.1 
A 7. (3.6.18) 


Ainsi, la deuxième inégalité (3.6.15) est une conséquence de la troi- 
sième. Mettons la troisième inégalité (3.6.15) sous une forme plus 
commode 


ab>d+cVb. (3.6.19) 


En introduisant dans l'inégalité (3.6.19) les valeurs des coefficients 
a, b,cet d définies par (3.6.4) et (3.6.14), nous obtenons la condition 
de stabilité d'un stabilisateur gyroscopique à deux axes, sous la 
forme simple suivante : 


see). (3.6.20) 


Du fait de ce qui précède, cette dernière formule est valable 
pour le cas où les rotors des deux gyroscopes du stabilisateur à deux 
axes tournent dans un même sens. Si les rotors tournent dans des 
sens opposés, il convient, dans le second groupe d'équations (3.6.7), 
d'inverser les signes des termes qui contiennent les facteurs À et pu. 
Il en résulte une modification correspondante de l’équation caracté- 
ristique (3.6.8) et de sa représentation sous la forme (3.6.10) dans 
laquelle la somme des carrés des quantités S° (À) et P? (À) est rem- 
placée par leur différence. On obtient finalement deux équations 
algébriques à coefficients réels 


À LAS + a + (b + ce) À + dl = 0, 
(3.6.21) 
à [A9 + où? + (b — ce) À + d] = 0. 
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La condition de stabilité du stabilisateur gyroscopique à deux axes 
devient maintenant un peu différente, soit 


a(b—c)>d. (3.6.22) 


En utilisant les valeurs des coefficients a, b, c et d données par les 


formules (3.6.4) et (3.6.14), mettons la condition (3.6.22) sous la 
forme 


iC u jC?0 re 
> (+): en) 


Les conditions (3.6.20) et (3.6.23) sont plus sévères que l'inégalité 
correspondante (3.6.6) qui assure la stabilité d'un stabilisateur gy- 
roscopique à un axe. C’est ce qui explique une plus faible stabilité 
d'un gyrostabilisateur à deux axes par rapport à celle d’un stabili- 
sateur à un axe, le fait que nous avons déjà mentionné plus haut. 
Ün résultat analogue s'obtient également dans le cas d’un stabili- 
sateur à trois axes. 

Montrons, avant de clore ce paragraphe, comment on peut obte- 
nir la condition (3.6.19) à partir des considérations bien simples 
suivantes. Chacune des équations (3.6.13) a un seul coefficient com- 
plexe. Ceci signifie que ces équations ne peuvent posséder que des 
racines complexes (en plus des racines nulles qui sont sans importan- 
<e). En cas de variation de leurs coefficients, par exemple du coef- 
ficient d, le passage de l’état stable à l’état instable se produira, 
certes, si l’une des racines de ces équations se transforme en une quan- 
tité imaginaire pure. Posons dans la deuxième équation (3.6.13) 


À = iw. (3.6.24) 


En séparant les parties réelle et imaginaire de l'expression entre 
crochets, figurant au premier membre de cette équation, on obtient 


&$ — bw —0, —aw°? + cw + d = 0. (3.6.25) 


En faisant disparaître, à l’aide de la première égalité, la quantité 
« dans la deuxième égalité, on obtient la condition 


ab =d+cVb (3.6.26) 


d'existence du mouvement périodique du stabilisateur gyroscopique. 
Maintenant, augmentons un peu le coefficient d, en le remplaçant 
par la quantité d + 6. Dans ce cas, on obtient, à des termes de deu- 


xième ordre en ô près, la valeur suivante pour la racine de la nou- 
velle équation qui en résulte : 


De og VÈ | (36.27 
RE PM 


La dernière formule montre que pour à >> 0 la partie réelle de la ra- 
cine de l'équation modifiée est positive et donc, d'après ce qui pré- 
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cède, le stabilisateur gyroscopique à deux axes est instable. Il n'est 
pas difficile d'en conclure que le fonctionnement du stabilisateur 
gyroscopique sera stable si la valeur choisie pour le coefficient d est 
inférieure à sa valeur tirée de l’égalité (3.6.26). Il en résultera que 
les coefficients a, b, cet d satisferont, cette fois, à l'inégalité (3.6.19) 
qui doit êtreÏconsidérée dans ce cas comme condition de stabilité. 


$ 7. Prise en compte de la déformabilité élastique 
des éléments du gyrostabilisateur 


Les équations différentielles linéaires du stabilisateur gyroscopi- 
que ont été établies au cours du $ 5 du présent chapitre dans l'hy- 
pothèse où ses éléments (anneaux de cardan, paliers, axe du rotor, 


Fig. 98 


axe du moteur de stabilisation, etc.) sont absolument rigides. C’est 
pourquoi les valeurs des fréquences d'’oscillations propres subies par 
l'ensemble électromécanique du stabilisateur gyroscopique peuvent 
différer notablement des valeurs réellement observées. Pour la 
même raison, une conclusion faite sur la stabilité du stabilisateur 
peut se trouver erronée. Malgré qu’elle apporte à l’étude une nouvelle 
complication considérable, la prise en compte de la déformabilité 
élastique du dispositif de suspension du gyroscope et des transmis- 
sions mécaniques du gyrostabilisateur s’avère dans de tels cas tout 
à fait indispensable. 

L'ensemble mécanique d’un stabilisateur gyroscopique (fig. 98) 
est en fait un ensemble à constantes réparties. Si on le suppose sans 
frottement, il peut être considéré, lorsque les circuits électriques du 
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moteur sont interrompus, comme un ensemble conservatif caracté- 
risé par un spectre discontinu infini de fréquences, tout comme de 
nombreuses constructions élastiques telles que les poutres, les pla- 
ques, les cadres, etc. 

Pourtant, dans le cas d'un stabilisateur gyroscopique, le pro- 
blème de la détermination des fréquences d'oscillations propres se 
trouve fortement simplifié grâce aux circonstances suivantes. La 
déformabilité élastique des paliers du rotor de gyroscope dans le 
sens radial et la compression des dents en contact du démultiplica- 
teur sont nettement plus grandes que la déformabilité élastique des 
autres éléments du stabilisateur. C'est pourquoi, en déterminant les 
basses fréquences des petites oscillations d'une telle construction, 
on peut la considérer comme si elle était constituée par quatre soli- 
des rigides : le rotor de gyroscope, le boîtier du gyroscope, l'anneau 
extérieur de la suspension (avec le corps à stabiliser et la roue menée 
du démultiplicateur) et enfin, le rotor du moteur (avec la roue me- 
nante). Les deux premiers corps sont reliés entre eux élastiquement, 
par l’intermédiaire du palier dans lequel tourne l'axe du rotor; l’ar- 
ticulation reliant le boîtier du gyroscope à l'anneau de cardan ex- 
térieur peut être supposée indéformable, et la liaison entre l’anneau 
extérieur et le rotor du moteur élastique. De plus, négligeons la 
masse du boîtier et le frottement dans les paliers de son axe. Avec 
ces hypothèses simplificatrices, les équations des petites oscillations 
de l’ensemble gyroscopique idéalisé (avec le moteur de stabilisation 
à l’arrêt), placé sur un support immobile, que nous venons de décrire, 
peuvent, d’après ce qui a été établi aux paragraphes précédents du 
présent chapitre, se mettre sous la forme 


d'a , d 
A+ HE = K (po), 
A EH 0, 
S : (3.7.1) 
PE = K(a—ÿ)+ AN (8—), 
d°0 
Serre (1 — 8). 


On a ici: 

A le moment d'inertie équatorial du rotor de gyroscope ; 

H son moment cinétique propre; 

a et sont les angles de rotation, autour de l’axe de stabilisation, 
respectivement du rotor et du boîtier du gyroscope (le boîtier tourne 
avec l'anneau de cardan extérieur, le corps à stabiliser et la roue 
menée du démultiplicateur) par rapport au support; - 

B un petit angle d'écart du boîtier du gyroscope par rapport à 
sa position moyenne (dans laquelle l’axe de rotation propre du rotor 
est perpendiculaire à l'axe de stabilisation); 
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K ]la rigidité correspondant au déplacement élastique & — # du 
rotor de gyroscope par rapport au boitier; 

W la somme des moments d'inertie de l'anneau extérieur, du 
corps à stabiliser et de la roue menée du démultiplicateur par rapport 
à l’axe de stabilisation; 

6 l'angle de rotation du rotor du moteur, ramené à l’axe de sta- 
bilisation (c'est-à-dire l’angle de rotation par rapport au stator, 
divisé par le rapport de réduction ÿ du démultiplicateur) ; 

N la rigidité du démultiplicateur, ramenée, elle aussi, à l'axe 
de stabilisation ; 

6 le moment d'inertie, par rapport à l’axe de stabilisation, du 
rotor du moteur avec la roue menante du démultiplicateur (le mo- 
ment d'inertie total de ces corps, par rapport à l’axe du rotor du 
moteur, augmenté de j* fois). 

Les deux premières équations différentielles du système (3.7.1) 
décrivent le mouvement du rotor de gyroscope dans le cas où il est 
soumis à l’action des forces élastiques exercées par les paliers de 
son axe. La différence y — «& caractérise le degré de déformation des 
paliers. Le moment des forces élastiques qui en résulte est supposé 
proportionnel à la déformation. Dans le cas des paliers à billes, une 
telle supposition ne peut se faire qu'avec une certaine approximation. 
Les équations sus-mentionnées sont des équations linéarisées. Elles 
ne sont pas difficiles à obtenir si l’on applique la méthode décrite au 
$ 1 du présent chapitre, en posant 6 — J(B) — À et en remarquant 
que le moment correspondant à la coordonnée B est nul (absence de 
frottement dans les paliers de l’axe du boîtier). 

La troisième équation du système (3.7.1) est une équation diffé- 
rentielle décrivant la rotation du corps à stabiliser (avec l'anneau 
extérieur de la suspension du gyroscope, le boîtier du gyroscope et 
la roue menée du démultiplicateur) autour de l’axe de stabilisation. 
Le corps à stabiliser subit l’action de deux couples élastiques: de 
la part du rotor de gyroscope et de la part du moteur de stabilisation. 
Enfin, la dernière équation du même système décrit. à un facteur 
constant près, qui est égal au rapport de réduction j. la rotation du 
rotor du moteur de stabilisation sous l'action des forces d’interac- 
tion élastique avec le corps à stabiliser. 

La deuxième équation différentielle du système (3.7.1) peut s'in- 
tégrer. On obtient la relation 


df =. 
7 — Ha=0, (3.7.2) 


dans laquelle la constante arbitraire, sans importance pour la suite, 
est omise. Si l’on fait disparaître, à l’aide de cette relation, la vitesse 
angulaire df/dt dans la première équation, on est conduit à une autre 
forme du système d'équations qui décrivent le mouvement du même 
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système gyroscopique, soit 
da He: 
Art ak (b—a), 
g RE K(a—Y)+N (8—), (3.7.3) 
d°0 — N (1 — 
Envisageons maintenant trois masses placées sur une même 


droite : À, Y et © dont les écarts de la position d'équilibre seront 
désignés respectivement par «, 1 et 6 (fig. 99). Supposons que la 


d # 8 Dr HE PS 
> pp —p 
| 
de » 
; La le L x EC 
: h° K N Z 
À | ——— —— > 
Fig. 99 Fig. 100 


masse À est liée à la masse Ÿ par un ressort de raideur À, et la masse 
YŸ à son tour est liée à la masse O6 par un ressort de raideur V. De 
plus. supposons que la masse À est liée à un corps fixe de grande masse 
(a l'espace « inertiel ») au moyen d’un ressort dont la raideur est 
égale à H*/A. Il est évident que le système d'équations décrivant 
les oscillations d'un tel ensemble mécanique est constitué par les 
mèmes équations que celles qui font partie du système (3.7.3). Ceci 
signifie qu'un stabilisateur gyroscopique sans frottement, « mis hors 
tension », peut avoir un analogue mécanique sous forme de trois 
masses successives À , Ÿ et © liées élastiquement l’une à l’autre, dont 
la première est encore liée par une sorte de ressort « gyroscopique » 
à l'espace « inertiel ». 

Cet analogue et les analogues pareils permettent d'appliquer à 
l'étude des phénomènes gyroscopiques les procédés et les méthodes 
utilisés dans la théorie des oscillations des systèmes élastiques à 
masses concentrées. Soit, par exemple 


A<8<Y, (3.7.4) 


ce qui est généralement vrai pour les stabilisateurs gyroscopiques. 
Dans ce cas, il faut s'attendre que la masse À ne doit pas avoir une 
influence quelque peu notable sur les valeurs des basses fréquences 
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des oscillations du système considéré. Il est presque évident qu’à 
la fréquence la plus basse w, correspond un mouvement en concordan- 
ce de phases de toutes les trois masses (fig. 100) ; à la fréquence sui- 
vante w, correspond le mouvement en concordance de phases des 
masses À et W et en opposition de phase de la masse 6. 

Lorsque le système oscille aux basses fréquences ©, et w:, la 
présence de la petite masse À est presque sans effet sur la valeur de 
son écart &. Ceci permet de déterminer cet écart de façon approchée 
à partir de la première équation du système (3.7.3), si l’on y néglige 
le terme Ad*a/dt*. Il vient 


K'A = 
Œ = RASE (3.7.9) 


Portons cette expression dans la deuxième équation du système 
43.7.3). Il en résulte que ce dernier se réduit à deux équations diffé- 
rentielles linéaires par rapport aux variables 4 et 6. soit 
d* KH°® ee - 
Petra N(B— 4). 


d*8 
0 —— dt2 - = N (ÿ — 6). 


L'équation des rues de ce nouveau système est de la forme 


@*— (2 _ —— + n+ En?) W? + De = (. (3.7.7) 


(3.7.6) 


On a introduit ici les désignations 
H , sk N e È 
an as orge Pen Eng OT 

Lorsque les conditions (3.7.4) sont satisfaites, les racines de 
l'équation (3.7.7) ne différent presque pas des racines les plus petites 
©, et w, de l'équation des fréquences 


4% _ (x° JL KE + x ont + En°) ot + [v° (x° L n° + tn°) LÉ 
= n° (k + ER L x2)] ©? — vintx? — 0 (3.7.9) 


correspondant au système d'équations différentielles (3.7.3), si on 
laisse de côté deux racines nulles, sans importance, du système ini- 
tial (3.7.1). 

A la plus grande racine de l'équation (3.7.9) correspond la fré- 
quence la plus élevée w, des oscillations de l’ensemble mécanique 
idéalisé. À cette fréquence, les masses Ÿ et 6 sont pratiquement 
immobiles, c’est seulement la masse À qui oscille. Par suite, si dans 
la première équation du système (3.7.3) on pose + = 0, on obtient 
finalement la formule 


= (KR + SE) = + (3.7.10) 


V — 
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permettant un calcul approché de la plus grande racine w, de l’équa- 
tion (3.7.9). 


Exemple numérique.— Soient v = 200 s-!; k — 100 s-!: 
x == 40 s-!;: n — 80 s-t: E — 0,2. Les racines de l'équation caractéristique 
approchée (3.7.7) ont les valeurs suivantes: w, = 32,15 s-!: wo, — 89,03 s-1, 
En outre, la formule (3.7.10) donne w3 — 223,61 s-!. Si les fréquences d’un 
stabilisateur gyroscopique hors tension sont déterminées à partir de l'équation 
caractéristique (3.7.9) du système d'équations différentielles initial (3.7.3), 
on obtient les valeurs suivantes : w, — 32,07 s-!,w, — 88,96 s-!, w3— 224,36 s”!. 


Considérons maintenant le même stabilisateur gyroscopique 
mais avec le moteur à courant continu (à excitation indépendante} 
mis en marche. D'après ce qui a été établi aux $$ 5 et 6 du présent 
chapitre, pour la description du comportement d’un tel stabilisa- 
teur, la dernière des équations du système (3.7.3) doit être remplacée 
par trois équations suivantes: 

o À — V (0) — 1, 


; .n dû : 
Ris—jC = — ù (3.7.11)} 
V =uob (p)$. 


En plus des désignations déjà rencontrées dans le présent paragraphe, 
on a ici: 

C le coefficient de force contre-électromotrice ; 

i, l'intensité du courant dans Île circuit d’induit du moteur: 

R la résistance du circuit d’induit du moteur avec la résistance 
de sortie de l’amplificateur (la réactance inductive de ce circuit 
est ici négligée); 

V la force électromotrice obtenue à la sortie de l'amplificateur; 

u le coefficient d'amplification de tension continue ; 

® (p) la fonction de transfert de l’amplificateur, normée de telle 
sorte que ® (0) = 1 (p étant l'opérateur de dérivation); 

g un coefficient numériquement égal à 9,81 si, comme dans les 
deux paragraphes qui précèdent, l'intensité du courant i, est expri- 
mée en ampères et le couple sur l'arbre du moteur en kilogrammè- 
tres ?). 

L'analogue du stabilisateur gyroscopique à moteur en marche 
peut être constitué par le même ensemble mécanique que dans le 
cas du stabilisateur hors tension, mais avec adjonction (fig. 101) 
d’une force « artificielle » 


C _ 
P=— À D (p)8 (3.7.12) 


1) Remarquons que les équations ont une forme analogue dans le cas où 
le moteur utilisé est à courant alternatif. 
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et d'une force de frottement « visqueux » 


i*C? dO 


do Rg dt ? 


(3.7.13) 
appliquées à la masse 6. En effet, en faisant disparaître dans la pre- 
mière équation (3.7.11) l'intensité du courant i,, à l’aide de la deu- 
xième équation, et ensuite la force électromotrice V, à l’aide de la 
troisième équation, on obtient 


d°0 C .n dB = 
CES = N(p—6)+ LT HD (p)B—C Te |. (3.714) 


Ainsi, dans le cas où le moteur de stabilisation est en marche, on doit 
introduire dans le second membre de la troisième équation du système 


Fig. 101 


(3.7.3) deux termes supplémentaires P et F définis par les formules 
(3.7.12) et (3.7.13). 

Pour produire la force « artificielle » P dans l’analogue mécani- 
que considéré (v. fig. 101), on utilise une cellule « intégratrice » qui 
élabore la quantité B suivant la loi (3.7.2), et un amplificateur à 
fonction de transfert ® (p) (au facteur constant —ujC/Rg près). 
La cellule intégratrice et l’amplificateur constituent ici une boucle 
de réaction. Lorsque le coefficient d'amplification u est élevé, ce 
qui est parfois dicté par les exigences techniques, la présence de 
cette boucle peut rendre divergentes les oscillations de l’analogue 
mécanique. Dans un tel cas, le fonctionnement du stabilisateur cy- 
roscopique sera instable. 

La mise en marche du moteur de stabilisation ne modifie géné- 
ralement que très peu les fréquences les plus basses d’oscillations du 
stabilisateur gyroscopique, si bien que le caractère des oscillations 
de ses masses à ces fréquences reste sans modifications importantes 
par rapport à ce qui a été exposé plus haut. Dans certains cas, cette 
circonstance permet de juger des propriétés d’un stabilisateur gyrosco- 
pique sans procéder au préalable à une analyse numérique du système 
complet de ses équations. 
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Soit, par exemple, un amplificateur dont la caractéristique de 
transfert est de la forme 


D (p) = 1 + p°T?. (3.7.15} 


Il amplifie, sans modifier la phase, d'autant plus l'amplitude de la 
tension à variation harmonique, appliquée à son entrée, que Îla 
fréquence de cette tension est plus élevée. Une telle propriété de 
l'amplificateur ne peut pas contribuer à l’amélioration de la stabilité. 
du stabilisateur gyroscopique. En effet, supposons que, le moteur 
de stabilisation étant convenablement branché, la force artificielle P 
produite conformément aux égalités (3.7.12) et (3.7.15) favorise 
l'amortissement des oscillations de fréquence w, du stabilisateur. 
Comme cela a été dit plus haut, à cette fréquence les masses 4, Y et 
6 oscillent en concordance de phases, et à la fréquence suivante 
&: >> &w,, les oscillations des masses 6 et À sont en opposition de 
phase (v. fig. 100). 11 en résulte qu’à la fréquence w, la force P,. 
dont l’amplitude devient d'ailleurs relativement plus grande, tend 
à « faire pomper » le système et donc à compromettre sa stabilité. 

Comme il a été indiqué précédemment, le moment d'inertie 
équatorial À du rotor est pratiquement beaucoup plus petit que 
les moments d'inertie Ÿ et 6. Par conséquent, en étudiant les oscil- 
lations du gyrostabilisateur aux basses fréquences, il y a tout lieu 


de négliger le terme À (da/dt*) dans la première équation du système 
(3.7.1). Il vient 


Œ — Pr PTE (3.7.16) 


En introduisant cette expression dans la deuxième et la troisième 
équation du même système (3.7.1), on obtient le système approche 
d'équations du mouvement d’un stabilisateur gyroscopique hors 
tension, sous la forme suivante: 


y +4 se — N (0 —:1p), 


(4+7) ee 4 + T = | (3.7.17) 


6 . — N (1 — 0). 
L'équation des fréquences de ce dernier système coïncide, comme 
il fallait s’y attendre, avec l'équation (3.7.7) (si l'on ne tient pas 
compte de la racine w, = 0). 

Lorsque À — c, les équations (3.7.17) tendent à se transformer 
en un système d'équations d’un stabilisateur gyroscopique à paliers 
absolument rigides du rotor de gyroscope (toujours dans l'hypothèse 
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supplémentaire où À pa soit 


y PT A +4 = N (8 —%), 
d'p a _ = 


OT =N(p—0). 


Ceci étant, l’angle a de rotation du rotor autour de l’axe de sta- 
bilisation doit être posé égal à l’angle 1j de rotation du boîtier et du 
corps à stabiliser. 

La forme des équations (3.7.17) qui tiennent compte de la dé- 
formabilité élastique des paliers du rotor est la même que celle 
des équations (3.7.18) se rapportant au gyrostabilisateur dont les 
paliers du rotor sont absolument rigides. Ces deux systèmes ne diffè- 
rent que par le premier coefficient dans la deuxième équation (coef- 
ficient de la dérivée seconde de l'angle B par rapport au temps). 
Ainsi, le remplacement du coefficient À par À + H*/K peut être 
considéré comme une prise en compte approchée de la rigidité des 
paliers mentionnés. 

Les mêmes équations (3.7.18) peuvent s'’obtenir directement, à 
la substitution de W à À + W près, à partir du système (3.7.1). 
A cet effet, il suffit de supposer que le coefficient de rigidité X croît 
indéfiniment et, en conséquence, la différence des angles & et 
tend vers zéro. Les valeurs du moment des forces d'interaction duw 
rotor et du boîtier étant bornées, il convient de considérer dans ce 
cas qu'il en est de même des valeurs du produit Æ (&œ — #). Addition- 
nons membre à membre la première et la troisième des équations 
(3.7.1). En posant a — 2 on obtient le système de trois équations 


(E+A4)SÈ+ HE = N (+), 


d'p 


À 


; : 
— H #0, (3.7.19) 


d?0 


qui ne diffère du système (3.7.18) que par le coefficient de la dérivée 
seconde de l’angle + figurant dans la première équation de ce système. 

Les équations établies au cours du présent paragraphe ne tien- 
nent pas compte du moment d'inertie du boîtier du gyroscope par 
rapport à son axe. Il n’est pas quand même difficile de le faire. Les 
calculs correspondants ne sont qu’un peu plus compliqués et con- 
duisent à remplacer le terme Ad*B/dt° par (A + B,) d’B/dt* (où B, 
est le moment d'inertie du boîtier par rapport à son axe) dans toutes 
les équations différentielles du présent paragraphe. Physiquement, 
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ceci équivaut à négliger la déformabilité élastique des paliers du 
rotor lors des mouvements de rotation de celui-ci autour de l'axe 
du boîtier. Une telle manière de procéder se justifie par la faible 
valeur du moment d'inertie du boîtier et, en conséquence, par une 
grande valeur de la fréquence supplémentaire des oscillations élasti- 
ques qui prennent naissance dans le stabilisateur gyroscopique par 
suite de la déformabilité mentionnée. 
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CHAPITRE IV 


NAVIGATION PAR INERTIE LE LONG 
DE L'ÉQUATEUR ET SUR UN ARC 
DE GRAND CERCLE DE LA TERRE 

NON TOURNANTE 


$S 1. Eléments sensibles des systèmes de navigation 
par inertie. Accéléromètres 


Le problème de la navigation par inertie consiste. dans le cas 
général, à déterminer la position d’un mobile se déplaçant de façon 
quelconque sur la sphère terrestre !), ainsi que son orientation par 
rapport aux points cardinaux sans avoir à tenir compte d'information 
provenant de l'extérieur du véhicule (repères terrestres, observations 
des étoiles, du Soleil. de la Lune, mesure du champ magnétique de la 
Terre. réception des signaux émis par les radiophares, etc.). Les 
données de départ pour la résolution de ce problème sont constituées 
par les indications des éléments dits sensibles des systèmes de navi- 
gation par inertie, lesquels sont représentés par des dispositifs gyro- 
scopiques simples et complexes (gyroscopes libres, tachymètres 
gyroscopiques, gyrocompas, plates-formes gyrostabilisées, etc.), ainsi 
que par des accéléromètres destinés à divers usages (masses à sus- 
pension élastique. intégrateurs gyroscopiques, pendules à volant 
intégrateur de Boykow et autres). 

Les grandeurs élaborées par les éléments sensibles sont introduites 
dans un calculateur électromécanique ou électronique qui effectue 
la résolution des équations de la navigation par inertie. celles-ci 
ayant pour inconnues les coordonnées du mobile sur la sphère ter- 
restre et son cap. Ces équations seront indiquées plus loin, au début 
du cinquième chapitre. Quant au c!apitre actuel, il traite d'un 
problème particulier de la navigation par inertie. qui consiste à 
déterminer la position d’un mobile se déplaçant sur un arc de grand 
cercle d'une sphère non tournante S, concentrique à la Terre (v. plus 
haut. chap. I, $ 2) ou, ce qui revient au mème, sur un arc de grand 
cercle terrestre dans l'hypothèse où la Terre ne tourne pas. 

Les éléments sensibles que comportent les systèmes de navigation 
par inertie servent, en règle générale, à déterminer les changements 
d'orientation (de déplacement angulaire, de vitesse angulaire) d'une 
plate-forme spéciale, stabilisée par gyroscopes. par rapport à un 


1) Les systèmes à inertie pure qui comportent également des éléments 
servant à déterminer l'altitude (navigation spatiale) sont instables; ils ne 
sont pas étudiés dans le présent ouvrage. Voir page 320. 
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certain système de coordonnées non tournant. En outre, ces éléments 
sont utilisés pour la mesure directe ou indirecte de certains para- 
mètres (accélération et vitesse apparentes) qui caractérisent dans 
une certaine mesure le mouvement « absolu » du centre de la sus- 
pension de la plate-forme en mouvement avec le véhicule à bord 
duquel elle est installée. D'après ce qui a été exposé au chapitre I 
du présent tome, par mouvement « absolu » on doit entendre ici le 
déplacement de la plate-forme par rapport à un système de référence 
galiléen fixe. 

Les mouvements de rotation d’une plate-forme stabilisée peuvent 
étre mesurés à l’aide de gyroscopes de haute précision. Quant à la 
détermination du déplacement du centre de la plate-forme par 
rapport au système de référence galiléen choisi, elle n'est possible 
que théoriquement parce que le fonctionnement des systèmes iner- 
tiels à trois dimensions est instable. Cette détermination exige, 
bien entendu. que l'on connaisse tant le champ de gravitation que 
la position de départ et la vitesse initiale du centre de la plate-forme. 

Les éléments sensibles dont l'action est basée sur les lois de la 
mécanique classique ne permettent de mesurer que l'accélération 


dite apparente a qui est égale à la différence géométrique entre 


l'accélération absolue & (c'est-à-dire par rapport à un système 


galiléen) et l'accélération de la gravitation ÿ (accélération absolue 
d’un point matériel libre, en un lieu donné de l'espace, par suite 
de son attraction par la Terre et les autres corps célestes). 

Dans ce qui suit, il suffira (v. chap. I, $ 1) d'entendre par accélé- 
ration absolue # l'accélération rapportée à un système de coordonnées 
non tournant £‘n'£ ayant son origine au centre de la Terre, et par 
vecteur j l'accélération, par rapport au même système E‘n°£, d'un 
point libre sous la seule action de l'attraction terrestre. 

Les éléments sensibles mesurant l'accélération ont été appelés 
accéléromètres *). Dans le cas le plus simple, l'accéléromètre mesurant 
la projection de l'accélération apparente sur une direction donnée v 
de son axe sensible peut être constitué par le dispositif suivant 
(fig. 102). Un poids de masse m se déplace, avec un jeu minimal, à 
l'intérieur d'un cylindre du boîtier de l'appareil. Le boîtier est 
relié au poids par un ressort de raideur c. 

Il n'est pas difficile de se convaincre que l'écart ô du poids par 
rapport à la position dans laquelle le ressort n'est pas contraint 
(c'est-à-dire ni tendu, ni comprimé) caractérise la projection a, 
de l'accélération apparente du boîtier de l’accéléromètre sur la 
direction de l'axe v. Ce dernier est dans le cas donné l'axe de la 
cavité cylindrique considérée. En effet, supposons que le boîtier 


1) Cette appellation est mal fondée. Il serait plus correct de donner à ces 
appareils le nom de newtonmètres. 


$ !] ÉLÉMENTS SENSIBLES. ACCELEÉROMETRES 247 


de l’accéléromètre est animé, de même que le mobile qui le porte, 


d'un mouvement de translation avec une accélération absolue w. 
Alors. en négligeant la masse du ressort et le frottement entre le 
poids et les parois du cylindre, on peut représenter l'équation du 
mouvement du poids par rapport au boîtier de l'appareil sous la 
forme suivante : 

d°ô 


M 
dt* 


=—cô—muw, + mj,.. (4.1.1) 
Ici, Ô désigne. comme il a déjà été dit, l'écart du poids par rapport 
au boîtier le long de la direction v ou, ce qui revient au même, la 
valeur de la déformation du res- 

sort, w, la projection de l'accéléra- of 

tion du boitier sur la direction v, 
j, la projection de l'accélération 
de la gravitation sur la même direc- 
tion. 

Admettons que la période d'oscil- 
lations propres du poids par rap- 
port au boîtier immobile, définie 
par la formule connue 


est beaucoup plus petite que le 
temps caractéristique de variation 
de l'accélération du boîtier de 
l'accéléromètre, par exemple le . | 
temps pendant lequel l'accéléra- Fig. {02 
tion subit une croissance ou décrois- 
sance intense. Dans ce cas, on peut. avec une approximation suffisante 
pour la pratique, omettre dans l'équation (4.1.1) la dérivée seconde 
de l'écart Ô par rapport au temps. Il vient 

Fe — muy + mt L'4 (4.1 3) 


C 


L'écart observé du poids par rapport à la position dans laquelle le 
ressort n'est pas contraint peut être gradué de telle sorte qu'il mesure 
directement une grandeur a, liée à la déformation 6 du ressort par 
la relation 
C 

ay= —— Ô. (4.1.4) 
Dans ce cas, le produit ma, détermine la force cô (changée de signe) 
avec laquelle est tendu le ressort. L'égalité (4.1.3) donne maintenant 


ay = y — jy. (4.1.5) 
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I] en résulte. d’après la définition de l’accélération apparente donnée 
au début de ce paragraphe, que la quantité a, est la projection de 


l’accélération apparente a sur la direction v. Comme il a déjà été 
indiqué, cette direction est appelée axe sensible de l’accéléromètre, et 
l’accéléromètre que nous venons de décrire est dit à un seul axe 
sensible. 

Pour pouvoir mesurer le vecteur accélération apparente a, il 
est nécessaire d’utiliser trois accéléromètres à un axe, en les plaçant 
sur la plate-forme stabilisée de telle sorte que leurs axes sensibles 
ne soient pas tous parallèles à un même plan. Des accéléromètres plus 
complexes peuvent mesurer directement le vecteur accélération 
apparente ou sa projection sur un plan donné. 

Si le boîtier d'un accéléromètre à un seul axe sensible est encore 
animé de mouvements angulaires, par grandeur w&, figurant dans 
l'équation du mouvement (4.1.5) il faut entendre la projection de 
l'accélération d'entraînement du poids sur la direction v, c’est-à-dire 
l’accélération absolue d’un point du boîtier de l'appareil, où se trouve 
à l'instant courant le poids pris dans ce cas pour point matériel. 


Désignons par w, l'accélération absolue du point © de fixation du 
ressort de l’accéléromètre sur son boîtier, ou l'accélération d'un autre 
point fixe quelconque du boîtier de l’accéléromètre. situé, lui aussi, 
sur l'axe sensible v (v. fig. 102). Désignons par p la distance entre 
ce point et le poids. et par w, la composante de la vitesse angulaire 
du boîtier. suivant le plan perpendiculaire à l’axe sensible. On 
peut montrer !) que la différence entre les projections de l’accéléra- 


tion w, et de l'accélération d'entraînement w* du poids sur l'axe v 
est égale au produit wio. Si les dimensions de l’accéléromètre sont 
petites, ce produit est peu élevé et, en règle générale, peut être 
négligé. D'après ce qui précède, dans le cas où le boîtier de l'accélé- 
romètre est placé sur une plate-forme stabilisée, les mouvements 
angulaires de cette dernière peuvent être négligés lors de la détermi- 
nation de l'accélération apparente du centre de sa suspension. Dans 
ce qui suit, nous admettons donc que l'accélération apparente du 
centre d'une plate-forme stabilisée est mesurée directement par les 
accéléromètres qu'elle porte. 

Le cas où les axes sensibles des accéléromètres ne passent pas par 
le centre de la suspension exige une étude supplémentaire qui tient 
compte des accélérations angulaires de la plate-forme. Ces dernières 
prédéterminent en principe la différence entre les indications couran- 


1) A cet effet, il convient de se reporter aux formules (v. chap. I, $ 1 du 
présent livre) qui expriment les projections de l'accélération des points d'un 
corps solide (boitier de l'accéléromètre) sur les axes d’un système de coordonnées 
ayant son origine au point de fixation du ressort. En faisant usage de ces for- 
mules, il convient de calculer la projection, sur l’axe sensible de l’accéléromètre, 
de l'accélération d’un point quelconque situé sur cet axe. 
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tes des accéléromètres à axes sensibles parallèles, en cas d’une sta- 
bilisation imparfaite de la plate-forme. Cependant, on peut s’at- 
tendre que mème dans un tel cas les indications des accéléromètres 
peuvent être utilisées pour la mesure de l'accélération apparente du 
centre de la plate-forme si seulement la distance entre le centre et 
l’axe sensible n'est pas grande. 

Pour de faibles valeurs des accélérations apparentes. par exemple 
en cas de leur mesure à bord d'un satellite artificiel, les conclusions 
faites plus haut sur l'égalité pratique 
des indications des accéléromètres à axes 
sensibles parallèles cessent d’être vala- 
bles. De plus, d’après les indications de 
plusieurs accéléromètres à un seul axe 
sensible, écartés l’un par rapport à 
l’autre, et, en particulier, ayant leurs 
axes sensibles disposés de façon diffé- 
rente, on peut déterminer (il est vrai de 
façon non univoque) le vecteur vitesse 
angulaire du satellite sans avoir recours 
à un système gyroscopique quelconque. 

Les constructions des accéléromètres à 
un seul axe sensible peuvent être des plus 
variées. Certains de tels appareils me- 
surent non pas l'accélération apparente 
elle-même, mais son intégrale par rapport 
au temps. C'est le cas de l’intégrateur 
gyroscopique d'’accélérations apparentes, 
appareil hautement perfectionné !). Dans 
cet appareil, la vitesse angulaire da/dt Fig. 103 
de précession du gyroscope (fig. 103) est 
proportionnelle à la projection a,, sur l'axe de l’anneau de cardan 
extérieur, du vecteur accélération apparente du centre de masse du 
système déséquilibré « boîtier — rotor » du gyroscope. 11 en résulte 
que l'angle «& de rotation de l'anneau extérieur par rapport au boîtier 
est proportionnel à l'intégrale de cette projection; cet angle est 
également proportionnel à la masse m du système « boîtier — rotor » 
et à la distance Z du centre de cette masse à l’axe du boîtier, et 
inversement proportionnel au moment cinétique propre À du gyro- 
scope (v. chap. II, $ 7 du présent livre). Ainsi, on a 


Î 
a= a+ "!Vv, V,=— | a, (t)dt, (4.1.6) 
0 


1) Voir, par exemple, {etvnop ,1. C. « lupockonuneckue nps6opn x aBro- 
UH:10TH » (D. Pelpor « Appareils gyroscopiques et autopilotes »). M., « Maruu- 
HocTpoenrne », 1964 (en russe). 
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Le. à 
> 


où %, est la valeur initiale de l'angle & à l'instant { — 0, et 
la projection de la vitesse dite apparente sur l’axe . 

Pour que le fonctionnement d’un intégrateur gyroscopique soit 
correct, on applique, à l'anneau extérieur de la suspension de son 
gyroscope. des forces créées artificiellement. Leur moment résultant 
K par rapport à l’axe de l'anneau extérieur doit provoquer une 
précession supplémentaire du gyroscope, grâce à laquelle le vecteur 
moment cinétique propre À (ou, ce qui revient au mème, l’axe de 
rotation propre du rotor) est constamment perpendiculaire à l'axe 
de cet anneau. Nous avons calculé, au chap. II, $ 7 du présent livre, 
l'erreur de l’intégrateur gyroscopique dans le cas où ce vecteur fait 
avec l'axe de l’anneau extérieur un angle qui diffère de l’angle droit 
par une constante à. 

Les intégrateurs d'accélérations apparentes sont largement utili- 
sés dans les systèmes de guidage par inertie des fusées balistiques. 
Mais ils peuvent également trouver des applications dans les systèmes 
de navigation par inertie. 


v 


$ 2. Schéma de Kofmann-Levental (variante à un seul axe) 


Supposons qu'un véiicule se déplace sur un arc de grand cercle 
d'une sphère non lournante imaginaire S dont le centre coïncide 
avec le centre de la Terre (v. plus haut chap. I. $ 2). Comme il a été 
indiqué précédemment, l'introduction d’une telle sphère. qui ne 
participe pas à la rotation de la Terre, s'avère bien commode pour 
l'étude et l'exposé ultérieur de nombreuses questions ayant trait à 
la théorie des gyroscopes et à la navigation par inertie. 

Associons à la sphère S, qui vient d étre introduite. un système 
de coordonnées non tournant arbitrairement choisi E’n°& ayant 
Son origine au centre de la sphère. I] est évident que la vitesse angu- 


laire absolue w° de ce système est nulle. 

Le problème de navigation par inertie consiste dans ce cas à 
déterminer la longueur s = s (t) de l'arc de grand cercle mentionné, 
compris entre la position initiale et la position actuelle du mobile 
ou plus exactement d’un certain point qui lui est lié. En particulier, 
le mobile peut se déplacer dans le plan de l’équateur à une altitude 
constante, de valeur connue, au-dessus de la Terre. Dans un tel 
cas, la détermination de la position du mobile par rapport à la 
Terre se réduit à un simple comptage du temps qui s'est écoulé depuis 
le commencement du mouvement, pour pouvoir calculer la rotation 
de la Terre par rapport à la sphère S correspondant à ce temps. 

Pour la résolution pratique de ce problème particulier de naviga- 
tion par inertie, on peut proposer !) un dispositif suivant (fig. 104). 

+) Voir Kopuan JT. M., .Tecenmass E. B. « HaBurannoHHbtii HPHÔOP A1A 
PerHCTPANHH NPOÏHEHHOTO TYTH IH CKOPOCTH ». ABT. CBHA. Me 184465 oT 26 ñe- 
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Un gyroscope suspendu à la cardan est installé sur une plate-forme 
dite stabilisée qui est à son tour suspendue à bord d'un mobile. La 
plate-forme est stabilisée, à l'aide de systèmes d'asservissement, 
de telle sorte qu’elle est constamment perpendiculaire à l’axe de 
rotation propre du gyroscope ou, ce qui revient au même, au vecteur 
H de son mo’uent cinétique propre. 

On suppose que lors du mouvement du mobile, le centre de la 
suspension de la plate-forme stabilisée, appelé par la suite tout 


simplement centre de la plate-forme, se déplace sur un arc du grand 
cercle mentionné, et que l’axe de l’anneau extérieur de la suspension 
à la cardan du gyroscope est oriente de telle sorte qu'il se trouve en 
permanence dans le plan de ce cercle. Le vecteur moment cinétique 
propre H du gyroscope est amené, lui aussi, continuellement dans ce 
plan. À cet effet, on applique à l'axe du boîtier du gyroscope un 
couple de correction Æ ‘). A la plate-forme stabilisée est rigidement 
relié le boîtier d’un accéléromètre à un seul axe sensible, par exemple 
de celui qui a été décrit au paragraphe précédent. L'axe sensible v 
de l’accéléromètre se trouve, lui aussi, dans le plan du grand cercle 


KkaGpa 1932 r. (L. Kofmann, E. Levental « Appareil de navigation pour enregistre- 
ment de la distance et de la vitesse ». Certificat d'auteur n° 184465, le 26 decem- 
bre 1932). Obnuuasbani OoneTens Romirera no neramM 1306peTeahi 11 OTKPHI- 
Tu npit CM CCCP, 1966, NX: 15 (en russe). L'étude théorique de ce schéma 
a été entreprise par B. Boulgakov dès 1938, mais n’a été publiée qu'en 1969, 
voir Byteaxoe PB. B. « Teopna onuoii rupockonuuecKkoiï CHCTeMB HaBHralHH » 
(B. Bouluakoc. « Théorie d'un système gyroscopique de navigation »).— ]{38. 
AH CCCP, MTT, 1959. N: 3 (en russe). Signalons une autre étude de ce thème: 
Traues JT. H. « O S%-uuuyTuHOoM rnepuoze A1A CHCTEM CO CBA3AHHHMN H CBOCO]- 
HHMH rupockorasut » (/. Tkatcher. « Sur la période de 84 minutes pour les 
systèmes à gyroscopes liés et libres »).— MM, 1949, r. 13, Bu. 2 (en russe). 

1) Voir plus haut chap. II où sont exposées les lois de la theorie de pré- 
cession des gyroscopes. 
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et est parallèle à l’axe x de l'anneau extérieur du gyroscope. D’après 
ce qui a été établi au paragraphe précédent, on peut admettre que 
l’accéléromètre mesure la valeur courante a, — a,(t) de la projec- 
tion, sur l'axe sensible v, du vecteur accélération apparente du 
centre de la plate-forme. 

La quantité a,lt) est introduite dans un calculateur qui élabore, 
avec un retard négligeable, une fonction 


t 
F,() = | a,(t)dt+b,, (4.2.1) 


où b, est une constante dont la valeur sera déterminée un peu plus 
Join. 

La fonction F,(t) est reproduite, au facteur constant À près, au 
moyen d'un électro-aimant, sous la forme du moment M — M(t) 
qui s'exerce sur l’axe de l’an- 
neau extérieur du gyroscope. Î1 
en résulte que sous l’action du 
moment mentionné 


M=RkF, (D =k [ a, (t) dt +6, | 


(4.2.2) 


le gyroscope précessionne dans le 
plan du grand cercle (fig. 105). 
La vitesse angulaire «w de cette 
précession s'exprime (v. chap. II, 
$ 2 du présent livre) par la 
formule connue 


= Or ES 


w—= +. (4.2.3) 


Fig. 105 C'est à la mème vitesse angulaire 

& — œ(t) que les systèmes d'’as- 

servissement font tourner aussi la plate-forme stabilisée par rapport 

au système de coordonnées non tournant E‘n‘£ introduit au début 
du présent paragraphe. 

Une chose importante est que la position initiale du gyroscope 

et les constantes b, et k figurant dans les formules (4.2.1) et (4.2.2) 

peuvent être choisies de telle sorte que la direction du moment ciné- 

tique propre À passe à tout instant par le centre de la sphère S et 

donc par le centre de la Terre ), quel que soit le mouvement du 


1) D’autres variantes de disposition relative du gyroscope et de la plate- 
forme stabilisée sont également possibles. Par exemple, on peut faire de sorte 
que la plate-forme soit assujettie, au moyen de systèmes d’asservissement, à rester 
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centre de la plate-forme sur un arc de grand cercle. Dans ce cas, la 
longueur de l’arc s(t) compris entre les positions initiale et courante 
du centre de la plate-forme sur la sphère s'exprime par une formule 
bien simple 
{ 
s(t)— | F,(t) dt. (4.2.4) 


0 


Ainsi, pour pouvoir déterminer la valeur courante de la longueur de 
l'arc s(t). il faut prévoir dans l'appareil que nous décrivons encore 
un calculateur pour intégrer la fonction F,(t). Ainsi donc, le problème 
de navigation par inertie sur un arc de grand cercle de la sphère non 
tournante $ se trouvera résolu. 

Justifions les propositions qui viennent d'être énoncées. Faisons 
coïncider le plan de coordonnées L'E* du système non tournant 
E‘n°&* avec le plan du grand cercle de la sphère S sur lequel se dé- 
place le mobile. Supposons que la position initiale du centre de la 
plate-forme (v. fig. 105) se trouve sur l’axe &*. Par ailleurs, intro- 
duisons un système de coordonnées mobile EnG ayant son origine 
au centre de la plate-forme. Dirigeons l'axe € de ce système suivant 
le prolongement du rayon de la sphère S, passant par la position 
courante du centre de la plate-forme, et l'axe E suivant la tangente 
au grand cercle. A l'instant initial t — O, les axes € et C* sont orientés 
suivant une même droite, et les axes E et E* sont parallèles. L'angle 
des axes &‘ et Ü (ou, ce qui revient au même, des axes £° et Ë) à 
l'instant courant t sera désigné par Ÿ = Y({). 

Attachons à la plate-forme elle-même un système de coordonnées 
Zyz, en plaçant son origine également au centre de la plate-forme. 
Dirigeons l’axe z du système zxyz suivant le vecteur moment ciné- 
tique propre À du gyroscope et plaçons l'axe x dans le plan du grand 
cercle ; l'axe y sera donc parallèle aux axes n et n°. Désignons par 
a = «à (t) l’angle inclus entre l’axe & et le vecteur Æ ou, ce qui 
revient au même, l'axe z. Ceci étant, remarquons que l'angle que la 
plate-forme perpendiculaire au vecteur Æ fait avec l'axe £ tangent 
au grand cercle est encore l’angle « (t). 

Il est évident que 


s (t) = Ri (6) (4.2.5) 
et 


PTra—=Y; (4.2.6) 


constamment parallèle au vecteur 4. Dans un tel cas et avec le mème choix 
des constantes b+ et k, le vecteur /{ scra invariablement perpendiculaire au 
rayon de la Terre mené vers le centre de la plate-forme, si telle était sa posi- 
tion initiale. 
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où x = % (t)est l'angle formé par le vecteur H (c'est-à-dire par l’axe 2) 
avec la direction de l'axe &* du système de coordonnées non tournant 
Es 0 

vitesse angulaire w de précession du gyroscope, qui est la 
vitesse angulaire de rotation, autour de l’axe n, du boîtier du 
gyroscope et en même temps la vitesse angulaire de son anneau exté- 
rieur et de la plate-forme stabilisée, 
s'exprime par la formule 


= LIT, (427 


Lorsque la valeur de la dérivée 
dy'dt est strictement positive, le 
système de coordonnées ën& tourne 
en sens inverse des aiguilles d'une 
montre par rapport au système £‘n‘£, 
si la rotation est observée du côté de 
la partie positive de l’axe n° paral- 
lèle à l'axe n. Il en est de même, 
lorsque da/dt >> 0, de la plate-forme 
stabilisée avec le gyroscope. ainsi 
que du système de coordonnées xryz, 
qui lui est lié,qui tourne autour de 
l'axe n ou, ce qui revient au 
Fig. 106 même, autour de l'axe y par rap- 
port au système En£. 
L'accélération absolue du centre de la plate-forme vaut la somme 
géométrique de l'accélération centripète w, et de l'accélération 
tangentielle w.. Par hypothèse, ce centre se déplace suivant un arc 
de grand cercle de la sphère non tournante S. En appliquant Îles 
formules bien connues, on obtient 


=, Une (4.2.8) 
où c'est la vitesse de mouvement du centre de la plate-forme suivant 
le cercle, et RÀ le rayon de ce dernier. 

Il n'est pas difficile de voir (fig. 106) que la projection w, de 
l'accélération absolue sur l'axe sensible v de l'accéléromètre, qui 
se confond avec l'axe x du système de coordonnées xzyz, s'exprime par 


la formule suivante : 


n 
- 


de TT 9 
Wy=Wx= Te COSQ + sin &, (4.2.9) 
où & = a (t) est l'angle, introduit plus haut, que le vecteur # 
forme avec l'axe £. . 
L'accélération de la gravitation j est dirigée vers le centre de la 
Terre, et sa projection sur l’axe v (ou, ce qui revient au même, sur 
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l’axe x) a pour valeur 
j = jx = jsine. (4.2.10) 


Pour déterminer la projection de l’accélération apparente sur la 
direction +, utilisons maintenant la formule (4.1.5) du paragraphe 
précédent. Compte tenu de deux dernières égalités, on obtient 

a,=0,= + cosa+[(—;)sina. (4.2.11). 
Ainsi, dans le cas général, pour & (t) #0, la fonction F, (t) se 
présente, suivant les formules (4.2.1) et (4.2.11), sous la forme 


F, (t) = | [PF cosa+(—) )sinæ|dtb,. (4.212) 


Introduisons maintenant l'expression obtenue pour la fonction 
F, (t) dans la formule (4.2.2) donnant le moment . Après cela, 
l'équation (4.2.3) de la précession du gyroscope se transforme, 
compte tenu de la formule (4.2.7). en une équation intégro-différen- 
tielle suivante déterminant la fonction inconnue & = a (t): 


t 
da k (de 1 L : | ph. 
dt H [T CoOSa+ | — sin a | dti", (4.2.13) 


0 


Elle sert de base pour l'analyse qui suit. 

Pour simplifier les raisonnements ultérieurs, introduisons une 
plate-forme auxiliaire imaginaire ayant son centre confondu avec 
le centre de la plate-forme principale. Plaçons sur cette plate-forme 
un accéléromètre supplémentaire dont l'axe sensible v, est situé. 
lui aussi, dans le plan du grand cercle de la sphère S. Communiquons 
à la plate-forme auxiliaire un mouvement tel qu'elle soit constam- 
ment perpendiculaire au rayon du grand cercle, mené vers son centre. 
Dans ces conditions, la projection de l'accélération centripète w, 
du centre de la suspension de la plate-forme et la projection de 
l'accélération de la gravitation j sur la direction de l'axe sensible v, 
de l’accéléromètre supplémentaire seront nulles, et les indications 
a,, de cet accéléromètre seront données par la formule simple 

==, (4.2.14) 
ce qui découle directement aussi de la formule (4.2.11) si l'on y 
pose «a = Ô et remplace a, par a. 

Admettons que le moment M,, appliqué maintenant à l’anneau 
de cardan extérieur du gyroscope installé sur la plate-forme auxiliai- 
re, est produit, lui aussi, suivant la formule (4.2.2), mais au lieu 
des indications a, de l’accéléromètre principal on introduit dans le 
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calculateur les indications a,, de l’accéléromètre supplémentaire. 
Dans ce cas, la fonction F,, obtenue à la sortie du calculateur est 
de la forme 


À dt + by. (4.2.15) 


Fr, (t) = 


(LEE LOS 


Donnons à la constante b,, figurant dans la dernière formule la 
valeur 


br =v (0), (4.2.16) 


où & (0) est la vitesse du centre de la plate-forme à l'instant { — 0. 
Alors, la formule (4.2.15) prend, après une simplification évidente, 
la forme 


Fe (tb) =v(t). (4.2.17) 


Utilisons maintenant l'égalité (4.2.2) pour représenter le moment M, 
appliqué au gyroscope. par la formule 


M, = kv (t). (4.2.18) 

Par conséquent. en vertu des formules (4.2.3) et (4.2.7), la vitesse 
angulaire de précession du gyroscope aura pour valeur 

d' __ cv (tr) EL k ds , 9 ; 

RU Tu 0) 


Choisissons le facteur de proportionnalité intervenant dans la 
formule (4.2.18), de manière à réaliser l'égalité 


= 
à 
xl 
FER, 
Le 
to 
HE) 
ee 


Dans ce cas, les relations (4.2.19) et (4.2.5) donnent 
dx _ 4 ds dy 


ne, 99 
dt À d à? ee) 
où 1 est, comme précédemment, l'angle que font entre elles Îles 
directions initiale et courante du rayon de grand cercle mené vers le 
centre de la plate-forme, c'est-à-dire l’angle des axes Cet € (fig. 106). 
A l'instant { — 0. on a 


Ÿ (0) = 0. (4.2.22) 


Admettons qu'en position de départ, le gyroscope est installé de 
telle sorte que le vecteur À de son moment cinétique propre soit 
dirigé suivant le prolongement du rayon courant du grand cercle, 
c'est-à-dire suivant l’axe &. Dans ce cas, il convient de poser, compte 
tenu de l'égalité (4.2.6), que 


4 (0) = & (0) = 0, (4.2.2) 
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ce qui donne en vertu de la relation (4.2.21), après intégration. 
x () = (t). (4.2.24) 


La dernière égalité signifie que le vecteur À est orienté suivant le 
prolongement du rayon courant du grand cercle, c’est-à-dire le long 
de l’axe &, non seulement à l'instant initial mais également à tout 
instant du mouvement de la plate-forme auxiliaire. En mème temps, 
les systèmes d’asservissement maintiennent continuellement la plate- 
forme principale dans la position perpendiculaire à ce rayon. Il 
en résulte que les plates-formes principale et auxiliaire sont orientées 
d’une façon tout à fait identique et, en conséquence, les indications 
a, et ay, des accéléromètres principal et supplémentaire seront les 


mèmes. Du fait de ce qui précède, rien ne sera changé si au lieu des 
indications ay, de l’accéléromètre supplémentaire on introduit dans 


le calculateur les indications a, de l’accéléromètre principal. La 
fonction F, (ft) aura la même forme (4.2.17) que la fonction F, (4). 
Ceci étant, il est nécessaire que soit réalisée la condition analogue à 
l'égalité (4.2.16), soit 

b, = v (0). (4.2.25) 


Il est évident que l'intégration de la fonction F, (t) dans le cal- 
culateur supplémentaire conduit dans ce cas à la formule 


t t 

| F,(t)dt=\ v(nat=s(t), (4.2.26) 
0 0 

où s(f) est, comme précédemment, la longueur de l'arc compris 
entre les positions initiale et courante du centre de la plate-forme et, 
bien entendu, s (0) — 0. 

La formule (4.2.26) représente la solution du problème de naviga- 
tion par inertie sur un arc de grand cercle d'une sphère non tournante 
S, avec la réalisation obligatoire des conditions (4.2.23) et (4.2.25). 

Supposons maintenant que la condition (4.2.25) est remplie avec 
une certaine erreur ou qu'à l'instant initial { = 0 la plate-forme 
principale fait avec l’axe £ un angle & (0) = «, légèrement différent 
de zéro, ou enfin, comme il faut s'y attendre le plus souvent en 
pratique, que ces deux cas se présentent à la fois. Alors la quantité 

{ 


6 (t) = | F, (t) dt, (4.2.27) 
0 


obtenue par l'intégration de la fonction F, (t) dans le calculateur, 
sera différente de la valeur vraie de la longueur s (t) de l’arc compris 
entre les positions initiale et courante du centre de la plate-forme. 
La fonction F, (t) est définie toujours par la formule (4.2.12), mais 
l'angle &« = & (t) n'est plus identiquement nul. 
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Déterminons la différence entre les quantités © (t) et s (t). Remar- 
quons d’abord que suivant les égalités (4.2.3), (4.2.2) et (4.2.7), la 
vitesse angulaire de précession du gyroscope s'exprime par 


dy __k 
ne = 7 Fv(t). (4.2.28) 
On en déduit, compte tenu de la formule (4.2.27), que 
k 
10) = 2 (0)+ 0 (8). (4.2.29) 
Ici, 
x (0) = « (0) = (4.2.30) 


est l’angle, non nul dans le cas général, que le vecteur moment ciné- 
tique propre H du gyroscope fait à l’instant initial avec l’axe £* du 
système de coordonnées non tournant E‘n°£’. Il est évident qu'à ce 
même instant { — 0, la quantité & (0) exprime également la valeur 
de l'angle fait par l'axe E avec l’axe sensible v de l’accéléromètre. 
Comme il a été indiqué précédemment, l’axe sensible de l’accéléro- 
mètre coïncide avec l’axe z du système de coordonnées xyz lié à la 
plate-forme (fig. 106). L'angle « (0) est appelé erreur de décalage initial 
de la plate-forme. 

Supposons que l'égalité (4.2.20) est vérifiée exactement. On déduit 
alors de la relation (4.2.29) et de l'égalité (4.2.30) que 


G(t) = R [x (t) — « (0). (4.2.31) 
En tenant compte des égalités (4.2.6) et (4.2.5), on obtient 
As=@o(t)—s(t) = R [a (t) — « (0)]. (4.2.32) 


Ici, As est l’erreur cherchée dans la détermination de la position 
vraie du centre de la plate-forme sur le grand cercle. 

Ainsi, l'erreur As du système considéré de navigation par inertie 
est déterminée en cas d’un fonctionnement parfait de tous ses orga- 
nes: gyroscope, systèmes d’asservissement, calculateurs, par la 
différence des angles & (t) et & (0). Dans ces conditions, l'angle « (+) 
exprime l'erreur courante dans la stabilisation de la plate-forme par 
rapport à la direction de l’axe E, c’est-à-dire son écart par rapport à 
ia tangente au grand cercle de la sphère S, menée par la position 
courante du centre de la plate-forme. Quant à l’angle « (0), il résulte, 
comme il a déjà été dit, d’une orientation initiale imprécise de la 
plate-forme à l'instant t = 0. 

Proposons-nous maintenant d’étudier la stabilité d’un mouve- 
ment non perturbé de la plate-forme, pour lequel «& (t) = 0. A cet 
effet, il est nécessaire d'établir la variation de l’angle « (f) dans le 
temps, lorsque la condition (4.2.23) de & (0) = 0, ainsi que la con- 
dition (4.2.25) de choix de la constante b, ne sont pas réalisées exacte- 
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ment. D'après la formule (4.2.5), on a 


dy 1 ds . 
Gt _ R FE (4.2.53) 


L'équation intégro-différentielle (4.2.13) peut donc se mettre sous 
la forme 


da k 


dd H 


[Te cos & —- (Ti) sina | de 4e 20 (4.2.54) 


CE 9. ma CES 


En y posant t — 0 et en conservant l'égalité (4.2.20), on obtient 


d : { 
T Lg = = lb — v (0)]. (4.2.35) 


Ainsi, la non-observalion de la condition (4.2.25) provoque l’appari- 
tion d’une dérivée non nulle de l'angle &æ = @ (t) à l’instant initial 
t = 0. 

Dérivons la relation (4.2.34) par rapport au temps et de nouveau 
tenons compte de l'égalité (4.2.20). 11 en résulte l'équation diffé- 
rentielle suivante par rapport à la fonction « (£): 

dy l'F. , 1 dv 
— + (i—+) sina—-(1—cosa) =, (4.2.36} 


dt  _R 
dans laquelle la vitesse v (t) de mouvement! du centre de la plate- 
forme sur le grand cercle est à considérer comme fonction connue du 
temps. Les conditions initiales de cette équation sont données par 
les relations (4.2.30) et (4.2.35), soit 


a (0)= a ee = G. (4.2.37) 


La fonclion constante «& (t) = O0 est une solution triviale de 
l'équation différentielle (4.2.36). Cette solution est. en particulier, 
stable si 


U = UV, = Const, (4.2.38) 


c'est-à-dire si le centre de la plate-forme se déplace sur un arc de 
grand cercle avec une vitesse v,, constante en module, par rapport à 
la sphère S ou, ce qui revient au même, par rapport au système de 
coordonnées non tournant En‘. Un de tels mouvements est repré- 
senté par le déplacement du mobile sur l'équateur, à vitesse constante 
par rapport à la Terre. 

La recherche des conditions nécessaires de stabilité de la solu- 
tion œ& — O0 de l'équation différentielle non linéaire (4.2.36) se 
heurte dans le cas général à des difficultés considérables. Nous nous 
contenterons donc d'examiner la stabilité de la solution de cette 
équation, d’une façon approchée. Gardons dans cette équation les 
seuls termes de premier ordre en angle «a. 11 vient une nouvelle équa- 


11% 
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tion différentielle 


LE + nia=0 (4.2.39) 
dans laquelle 
ei) (1). (4.2.40) 
La quantité 
v,=VjR (4.2.41) 


figurant dans la formule (4.2.40) traduit la valeur de la première 
vitesse cosmique pour des corps qui quittent la Terre. Si 


UV € Ur (4.2.42) 


et est, par exemple, de l’ordre de la vitesse dont sont animés les 
points situés sur l'équateur de la Terre lors de sa rotation sur elle- 
même, on peut poser de façon approchée que 


ni © —< a _ — const. (4.2.4) 


Ici, j est l'accélération de la gravitation et g l'accélération de la 


pesanteur (v. plus haut chap. I, $ 1 

La solution de l'équation différentielle (4.2.39) vérifiant les 
conditions initiales (4.2.37), dans l'hypothèse où la valeur de n, 
est constante, s exprime par la formule suivante: 


a = @)COs n,t + sin n,{. (4.2.44) 


Ainsi, l'erreur &« = & (t) de stabilisation de la plate-forme, provoquée 
par la non-observation des conditions (4.2.23) et (4.2.25), suit en 
première approximation une loi harmonique. La quantité 


ce 
rneV S, (4.2.45) 


porte le nom, comme il a déjà été dit au chap. Il, $ 4 du présent 
tome, de pulsation de Schiüler, et la période de la fonction « (t) (c'est- 
à-dire de l’angle d'écart de la plate-forme par rapport à la tangente 
au grand cercle) sn 


T,=22 V = (4.2.46) 


s'appelle période de Schüler. 
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Ainsi, dans l'hypothèse où la quantité n, est constante, le mouve- 
ment non perturbé de la plate-forme, c 'est-à- dire un mouvement dans 
lequel l’angle &« — « (t) est identiquement nul, est stable !). 

Voyons, avant de clore ce paragraphe, comment apparaît une 
erreur dans la détermination de la position d’un mobile en mouve- 
ment sur un arc de grand cercle si le fonctionnement du gyroscope et. 
de l’accéléromètre utilisés dans le système de navigation par inertie 
que nous venons de décrire n'est pas parfait. À savoir, supposons que 
la vitesse angulaire w de rotation de la plate-forme stabilisée est 
définie maintenant non par la formule A 2.3) dans laquelle la valeur 
de M est donnée par l’expression (4.2.2), mais se présente sous la 
forme suivante : 


o= + pu (1). (4.2.47) 


Ici, u(t) est la vitesse angulaire supplémentaire de dérive du gyro- 
scope, qui prend naissance par suite de l’action de tous les facteurs 
perturbateurs possibles (frottement dans les axes de la suspension, 
tension des conducteurs électriques, moments des forces de gravita- 
tion et des forces d'inertie d’Euler dues à un déséquilibre, influence 
de l’inertie des anneaux de cardan, etc.). 

Supposons également que l’indication a, de l’accéléromètre diffe- 
re de la valeur vraie de l'accélération apparente par une quantité 
u (t). Ainsi, au lieu de la formule (4.2.11), il convient maintenant 
de poser que 


a, = _ cosa+ {+ ;) sinœ+ ul). (4.2.48) 


En introduisant cette expression dans la formule (4.2.1), on obtient 
pour la fonction F. (t) la représentation suivante: 


F,(t)=— [Fcosa + (Fi) sin @ + u (t) | dt+b,. (4.2.4) 
0 


Ainsi, en tenant compte aussi de la formule (4.2.2), on est conduit, 
suivant l'égalité (4.2.47), à l'expression suivante pour la vitesse 
angulaire de la plate-forme stabilisée : 


kb, 


o=—+ F[Écosa+ (#-) sin a + u (1) | dt+— 7 + (4). (4.2.50) 
0 


He Si la vitesse de mouvement du mobile sur un arc de grand cercle varie 
périodiquement, la quantité n, est, elle aussi, en vertu de la formule (4.2.4), 
une fonction périodique. L’ équation différentielle (4.2.39) se transforme done 
en équation de Hill. Dans un tel cas, il devient en principe possible l'apparition 
cA une résonance paramétrique et donc d’un mouvement instable de la plate- 
orme. 
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Or, comme le montre la formule (4.2.7), la vitesse angulaire w vaut 
11 somme de la vitesse angulaire d/dt du trièdre En (dont l'axe E 
est tangent au grand cercle; v. fig. 106) et de la vitesse angulaire 
{relative) dx/dt du système de coordonnées xyz lié à la plate-forme, 
par rapport au trièdre En&. Ce qui nous conduit, compte tenu de 
l'égalité (4.2.5), à l'équation intégro-différentielle 


[Te COS & + (Fi) sin @ + u (t) | dt+ 


+ u t)—+ < — (4.2.51) 


par rapport à l'angle &, où & est l'erreur de stabilisation de la plate- 
forme dans le plan de l’horizon local (c'est-à-dire dans le plan tangent 
à la sphère terrestre, au point où se trouve le mobile). 

Désignons comme précédemment par © ({) la grandeur qui est 
obtenue suivant la formule (4.2.27), à la sortie du calculateur utilisé 
dans le système de navigation par inertie que nous considérons. Com- 
me il a déjà été montré, la valeur de cette grandeur est égale à la 
valeur de la distance vraie s (f) parcourue par le mobile à partir de 
sa position de départ, si le fonctionnement de tous les organes du 
système de navigation par inertie est parfait et les conditions initia- 
les sont convenablement choisies. En particulier, dans le calculateur 
qui assure l’intégration de la fonction F, (t), on doit introduire la 
constante b, vérifiant la condition (4.2.25). Ainsi, dans le cas géné- 
ral, au lieu «le la valeur vraie de la distance s (t) le système de naviga- 
tion par inertie fournit une certaine distance « calculée » © (t). Suivant 
les formules (4.2.27) et (4.2.49), la distance calculée © (t) est donnée 
par l'expression 


O — (| [Scosa+(—;) sin a +u (1) | dt} dt+bst. (4.2.52) 


(0 0 


Intégrons maintenant les deux membres de l'égalité (4.2.51) 
entre 0 et la valeur courante du temps t, en posant s (0) = 0. Il vient 
l'égalité 


a (t) ne  { [a cosa+ (+ j) sin a+ u (t) | dt} dt+ 


La 3 


Je Kby | ! 
+t+ [ut dt+a(0)—°Ù (4.2.53) 
0 

qui permet de faire disparaître l'intégrale double dans la formule 
(4.2.52). Si l’on tient compte de la condition (4.2.20), on obtient 
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finalement la relation 
[4 
As=ao(t)—s(t)= R[a(t)—a(0}]—R | u(t)dt. (4.2.54) 


0 


Cette relation, de même que la formule (4.2.32), découle également 
des considérations géométriques. À cet effet, il suffit dans la formule 
(4.2.6) qui est facile à établir en examinant la fig. 105, de tenir 
compte de l'expression (4.2.5) donnant l’angle , et des formules 
(4.2.29) et (4.2.30) relatives à l’angle y. Pour u = 0, c'est-à-dire en 
l'absence de dérive supplémentaire du gyroscope, les deux formules 
(4.2.32) et (4.2.54) se confondent, comme il fallait s’y attendre. 

On peut s'attendre à ce que dans la plupart des cas, la solution 
de l'équation intégro-différentielle (4.2.51) est de caractère oscil- 
latoire et ne croît pas avec le temps. Cette supposition est basée 
sur la circonstance suivante. Si l’on linéarise l’équation intégro- 
différentielle (4.2.51) et pose les fonctions u (t) et u (t) égales respec- 
tivement aux quantités constantes u et u, sa solution devient une 
fonction harmonique du temps, lorsque la vitesse v est constante. 
En effet, gardons dans l'équation (4.2.51) les seuls termes de premier 
ordre en variable cherchée & et remplaçons les fonctions pu ({) et 
u (t) par les constantes u et u. Il vient 


(4 
d k v 2 kby » (4 
ei [DE (S-j)atu]a++u 0. (4.2.55) 
0 


En supposant que les conditions (4.2.20) et (4.2.25) sont toujours 
réalisées, on obtient, toutes simplifications effectuées, l'équation 
intégro-différentielle 


t 


= — (nio(t)dt +5 +p. (4.2.56) 


0 


Comme précédemment, la quantité r, sera supposée constante. Il est 
aisé de vérifier que la solution de l'équation (4.2.56) est alors de la 
forme 
@ — y COS nl Fe (1 — cos nst) +È sin né, (4.2.57) 
8 


où &, est la valeur de l’angle & à l'instant initial t = 0. 
Compte tenu de la formule (4.2.54), on a maintenant la formule 


As=0o(t)—s(t)=—Rut+R (<—%) ({— cos nt) + 


+R sinnt. (4.2.58) 
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Ainsi, dans le cas considéré, si l’on néglige dans l'expression de 
As les termes à variation harmonique, l’imperfection du gyroscope 
fait apparaître une erreur —Ryut, linéairement croissant avec le 
temps, dans les indications de la position du mobile à l’aide du systè- 
me de navigation par inertie considéré. En même temps, l'imper- 
fection de l’accéléromètre ne fait naître qu’une erreur constante 
(« statique ») Ru/g dont l'apparition peut s'expliquer comme suit. 
Pour déterminer la position d’un mobile sur un méridien terrestre 
donné, il suffit de mesurer l'altitude de l'Etoile polaire par rapport 
au plan horizontal. Supposons que le mobile est au point fixe. 
Dans ce cas, la position du plan horizontal peut ètre recherchée à 
l’aide de l’accéléromètre du système de navigation par inertie, en 
l’utilisant en qualité d'appareil de niveau. A cet effet, il suffit 
d'orienter son axe sensible de telle sorte que l'indication a, soit 
nulle. Or, par suite de l’imperfection de l'accéléromètre, son axe 
sensible peut dans ce cas s’écarter de la direction horizontale d'une 
quantité égale précisément à u/g. Un comportement analogue carac- 
térise aussi un pendule composé lorsqu'il indique un plan horizontal 
et dont l'axe tourne avec un frottement à sec. 

Ainsi donc, l'erreur dans la détermination de la position d'un 
mobile à l’aide d’un système à inertie, provoquée par l’imperfection 
de l’accéléromètre, et l'erreur dans la détermination de la position 
à l’aide des étoiles, due à une détermination imprécise du plan 
horizontal, sont de même nature. 


$ 3. Pendule de Boykow à volant intégrateur 


Au cours du paragraphe précédent, nous avons décrit un disposi- 
tif servant à déterminer la longueur d'arc s = s ({) qui détermine la 
position actuelle d'un mobile sur le grand cercle d'une sphère non 
tournante S. La fonction s (t) se calculait en dernier ressort par deux 
intégrations successives, effectuées dans des calculateurs. Or. il se 
trouve qu’on peut réaliser un autre dispositif dans lequel la longueur 
cherchée de l'arc s ({) est obtenue comme une quantité proportion- 
nelle à l'angle de rotation d’un certain volant qui tourne d'une 
facon convenablement réglée :). Ce dispositif se compose d'un 
gyroscope de haute précision, d’une plate-forme stabilisée et d'un 
pendule composé à volant sus-mentionné, suspendu à la plate-forme 
(fig. 107). L’axe de l’anneau de cardan extérieur du gyroscope est 
parallèle au plan de la plate-forme. Le moment Æ appliqué à l'axe 
du boîtier du gyroscope amène continuellement le vecteur A du 
moment cinétique propre du gyroscope dans le plan du grand cercle 


1) Boykou J. M. Einrichtung zum Messen von Wegstrecken. Deutsch 
Patentschrift No. 661822, K1,42-17. Siemens Apparaten und Maschienen, Rerlin, 
41 Januar 1935. 
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Fig. 107 


sur l’arc duquel se déplace le mobile. Grâce à l’action d'un système 
d’asservissement, la plate-forme est assujettie à rester en permanence 
dans une position perpendiculaire à l'axe de rotation propre du rotor 
de gyroscope, c’est-à-dire au vecteur H. L’axe du pendule composé 
et celui du volant sont parallèles à la plate-forme et perpendiculaires 
au plan du grand cercle de la sphère S. 

Introduisons, comme nous l’avons fait au $ 2 du présent chapitre, 
un système de coordonnées mobile En £ ayant son origine au centre 
de la plate-forme, c'est-à-dire au centre de sa suspension (v. fig. 107 
et 108). Dirigeons l'axe £ de ce système, dans le plan du grand cercle, 
de telle sorte qu'il passe par le centre commun de la Terre et de la 
sphère $ et orientons son axe È suivant la tangente au grand cercle, 
dans le sens de croissance de l’angle 1 que font entre eux les axes € 
et &’. Ce dernier se trouve, lui aussi, dans le plan du grand cercle 
et constitue un des axes du système de coordonnées non tournant 
En°& ayant son origine au centre de la sphère S. 

Les axes n et n° des deux systèmes sont parallèles et diriges per- 
pendiculairement au plan du grand cercle. 
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Fig. 108 


Pareillement à ce que nous avons fail précédemment, attachons 
à la plate-forme stabilisée un système de coordonnées ryz en plaçant 
son origine au centre de la plate-forme (fig. 108). Dirigeons l'axe z 
de ce système parallèlement au vecteur moment cinétique propre H 
du gyroscope et l’axe y perpendiculairement au plan du grand cercle. 
Désignons par 0 l'angle des axes z et Ë et convenons que le sens 
positif de l’angle 6 est le même que celui de l’angle +}. 

Le volant constitue le rotor du moteur électrique dont le stator 
est incorporé au pendule composé. Désignons par N la somme des 
moments, par rapport à l’axe de rotation du rotor, de toutes les 
forces qui lui sont appliquées, c’est-à-dire des forces développées par 
le stator et des forces de frottement (v. fig. 107). Posons que W > 0 
si ce moment est dirigé en sens inverse des aiguilles d’une montre. 
En vertu du principe de Newton sur l'égalité de l’action et de la 
réaction, les forces exercées par le rotor sur le pendule sont les 
mêmes en intensité mais de sens opposé. On peut donc considérer 
que le moment des forces appliquées au pendule composé est de sens 
contraire et est donc égal à —#W. La valeur de ce moment dépend de 
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l'intensité du courant dans le stator. Ce courant est réglé à l’aide 
d'un circuit électrique spécial de telle sorte que le moment —W 
amène le pendule dans une position où sa ligne (la droite passant par 
le centre de masse du pendule perpendiculairement à l'axe de sa 
suspension) se trouve en permanence dans le plan yz rigidement lié 
à la plate-forme. 

Le mouvement du pendule composé sera considéré par rapport 
au système de coordonnées mobile mais non tournant, c’est-à-dire 
animé d'un mouvement de translation, E*n*£* ayant son origine 
au centre de la suspension de la plate-forme (v. fig. 108). Pour 
simplifier les calculs, supposons que l'axe du pendule et celui de 
son volant coïncident avec les axes y, n. ainsi qu'avec n*. Les forces 
d'inertie d Euler (v. plus haut chap. I, $ 1) dues au mouvement du 
système de coordonnées E*n*£* par rapport au système E‘n‘£ que 
nous convenons de prendre pour système fixe absolu ou système 
galiléen, se réduisent à une seule force P passant par le centre de 
gravité du pendule composé. Elle est égale au produit de la masse 
de ce dernier par l'accélération absolue de l'origine du système de 
coordonnées E*n*£*. Cette accélération et la force P sont dirigées 
suivant une mème droite mais dans des sens opposés. La force P 
admet deux composantes : une force d inertie normale ou centrifuge 
P, et une force d inertie tangentielle P.,. La première s'exprime par 
la formule 


a 


L* 
Pr=m—, (4.3.1) 
elle est parallèle à l'axe & (v. fig. 108). La formule donnant la seconde 
composante s'écrit sous la forme suivante: 


ES (4.3.2) 


Ici et dans la formule précédente, m est la masse du pendule. La 
force d'inertie P, est parallèle à l’axe Ë et, lorsque du/dt >> 0, elle 
est orientée dans le sens négatif de cet axe. Le pendule est encore 
soumis aux forces de gravitation. Les dimensions du pendule étant 
très petites devant celles de la Terre, ces forces peuvent être rempla- 
cées, avec une haute précision, par une force unique 


F = mj, (4.3.3) 


où j est la valeur de l'accélération de la gravitation au point où se 
trouve le centre de la plate-forme. 

Pour la même raison, la force F est pratiquement parallèle et de 
sens contraire à l'axe & et passe par le centre de gravité du pendule 
(fig. 108). 

Enfin, désignons par / le moment d'inertie du pendule composé 
par rapport à l'axe de sa suspension, et par a la distance de cet axe 


268 NAVIGATION PAR INERTIE LE LONG DE L'ÉQUATEUR [CH. IV 


au centre de masse du pendule. Il n’est pas difficile d'établir l’équa- 
tion suivante du mouvement du pendule par rapport au système de 
coordonnées mobile non tournant E*n*£* ayant son origine au point 
de suspension du pendule, qui se confond avec le centre de la plate- 
forme se qu soit 


du | 2 : 
TE D (p+8)=mT a cos 0 — m | +) asin0— NV. (4.3.4) 


En établissant cette équation, on a tenu compte du fait que grâce à 
l’action du moment réglable V, le centre de gravité du pendule se 
situe constamment dans le plan yz ou, en particulier, sur l’axe z 
du système de coordonnées xyz lié à la plate-forme. 
Considérons l’angle de rotation du volant par rapport au boîtier 
du pendule composé, en le désignant par œ (fig. 109).Si le système 
de réglage de la vitesse angulaire du 
Z\ 4j moteur électrique fonctionne normale- 
ment. l’angle @® caractérise à la fois la 
rotation du volant par rapport au systé- 
me de coordonnées xyz. L'équation de 
la rotation du volant par rapport au 
système de coordonnées E*n*{* se pré- 
sente dans ce cas sous la forme suivante: 


(@) __ (p+ 0 + œ)==.V, (4.3.5) 


où © est le moment d'inertie du volant 
par rapport à son axe de rotation, et 
Fig. 109 les autres désignations sont celles rencon- 
trées plus haut. 
Supposons qu'à l’aide des organes électromécaniques de l’appareil 
considéré est produit un moment 


M=h<Æ (4.3.6) 


appliqué à l'axe de l'anneau extérieur du gyroscope (v. fig. 107). 
Ici, À est un facteur de proportionnalité dont la valeur sera déter- 
minée plus loin. 

La vitesse angulaire de précession du gyroscope qui prend naïis- 
sance sous l'action du moment 47 s'exprime dans ce cas par la for- 
mule (4.2.3) obtenue au paragraphe précédent. On a donc (v. fig. 108) 


d hr mn. dæ = 
He (f+0)-h (4.3.7) 


Additionnons maintenant membre à membre les équations (4.3.4) 
et (4.3.5). On obtient, après quelques transformations simples. la 
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relation 
d° | e : d d« 
((+9) Pr (\p +0) + ma (j—7) sin 0— ma _ cosÔ— —6 Te 
(4.5.8) 


qui, jointe à l'égalité (4.3.7), peut ètre considérée comme un système 
de deux équations différentielles permettant de déterminer les angles 
9 — 6 (t) et ® = p (t), lorsque la fonction du temps + = + (ft) est 
donnée. Cette dernière définit la loi du mouvement du mobile, ou 
plus exactement du mouvement du centre de sa plate-forme stabilisée, 
sur un arc de grand cercle donné. Dans ce cas, comme au paragraphe 
précédent, on a 
,— R 

Le système des équations différentielles (4.3.7) et (4.3.8) que nous 
venons de mentionner possède une solution particulière importante 
suivante : 


80. q = 2 + (4.3.10) 
si le facteur À est choisi suivant la formule 
6H 
h = R—I—0° (4.3.11) 


En effet, si l’on élimine la variable q entre les équations (4.3.7) 
et (4.3.8), on obtient l'égalité 


(1+0+%) + ma (i—+) sin 6 — 


. “dp O!H\ dv 
=macos0RTE—(1+0+ 7) LE, (43.12) 


qui est une équation différentielle de deuxième ordre par rapport à 
une seule fonction cherchée 6 (t). L'équation (4.3.12) admet pour 
solution 6 = 0, à condition que 


1:0+%%=maR, (4.3.13) 


d’où résulte la formule (4.3.11) pour la détermination du facteur À. 
Il est évident que les conditions initiales de l’équation différentielle 
(4.3.12) doivent être dans ce cas les suivantes: 


(4.3.14) 
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Si l’on porte la dernière de ces conditions dans l'équation (4.3.7) 
et qu’on tient compte de la condition (4.3.11) et de l’égalité (4.3.9), 
on obtient pour la valeur initiale de la vitesse angulaire du volant 
par rapport au boîtier du pendule l'expression suivante: 

dy * HO dj | _maR—1—6 


dt GE HS dt |1=0 OR v (0). (4.3.15) 


La réalisation de la valeur initiale trouvée pour la vitesse angulaire 
du volant assure celle de la seconde des conditions initiales (4.3.14). 

Ainsi, la mise en position initiale de l'appareil se ramène à faire 
coïncider, à l’instant £ — 0, l’axe z, lié à la plate-forme, avec l’axe & 
passant par le centre de la Terre et par le centre de la plate-forme. 
A l'instant { — 0, l’axe & est confondu avec l’axe E*, parce que 
l'angle 1 qu'ils font à cet instant est nul. De plus, la vitesse angulaire 


initiale ç, de rotation du volant doit être mise en accord, suivant 
la formule (4.3.15), avec la vitesse initiale (0) de mouvement du 
centre de la plate-forme sur un arc de grand cercle. Une réalisation 
exacte des conditions initiales (4.3.14), ainsi que de la condition 
(4.3.15) rend possible la solution particulière (4.3.10). 11 faut seule- 
ment, vu que Ÿ (0) = 0, poser 


p (0) = po, = 0, (4.3.16) 


c'est-à-dire compter l’angle de rotation du volant par rapport au 
boîtier du pendule, à partir de l'instant initial. 

Compte tenu des égalités (4.3.10), on obtient, à partir de la 
relation (4.2.5), la formule 


(= — pt) (4.317) 


qui traduit justement la solution du problème de la navigation par 
inertie sur un arc de grand cercle de la sphère $ au moyen de l’appa- 
reil décrit au cours du présent paragraphe. 

Gardons dans l'équation différentielle (4.3.12) les seuls termes 
de premier ordre par rapport à la fonction cherchée 6 = 8 (t}), et en 
outre, de même qu'au paragraphe précédent, supposons valable 
l'égalité approchée suivante: 


j—- ii 8 = const. (4.3.18) 


Etant donné que la condition (4.3.11) est satisfaite, on obtient alors 
l'équation suivante des petites oscillations : 


PU #30 = 0, (4.3.19) 


dt° 


qui coïncide, à la désignation de la fonction cherchée près, avec 
l'équation différentielle (4.2.39) du paragraphe précédent. 
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On est conduit finalement à la conclusion que, si les conditions 
initiales (4.3.14) ne sont pas réalisées, l'angle 8 varie suivant une loi 
harmonique avec une période de Schüler 7’, dont la valeur est donnée: 
par la formule (4.2.46). 
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CHAPITRE V 


NAVIGATION PAR INERTIE EN CAS 
DE MOUVEMENT QUELCONQUE D'UN MOBILE 
SUR LA SPHÈRE TERRESTRE 


$ 1. Equations différentielles initiales 
du problème principal de navigation par inertie 


Le problème principal de navigation par inertie consiste à déter- 
miner la position d’un mobile et son orientation par rapport aux 
points cardinaux en cas de son déplacement quelconque sur la sphère 
terrestre, en n'utilisant à cet effet que les indications des éléments 
sensibles dits à inertie, c'est-à-dire de divers gyroscopes et accéléro- 
mètres (mesureurs d'accélération apparente, v. plus haut chap. IV, 
$ 1). Il existe plusieurs systèmes de navigation par inertie qui diffè- 
rent l'un de l’autre par la composition et la disposition des éléments 
sensibles utilisés. La marche à suivre adoptée dans ces divers systè- 
mes pour résoudre le problème, c'est-à-dire pour rechercher les 
coordonnées géographiques et le cap du mobile à l’aide de calcula- 
teurs électromécaniques ou électroniques à partir des indications 
courantes des éléments sensibles, varie, elle aussi, en règle générale, 
d'un système à l'autre. Néanmoins, dans le cas assez général, la 
détermination des coordonnées géographiques et du cap d’un mobile 
se ramène à la résolution d’un système déterminé de trois équations 
différentielles. C’est à l’établissement de ces équations qu'est con- 
sacré le paragraphe actuel, alors que l'étude de leurs applications 
aux divers schémas de navigation par inertie est réservée pour les 
$$ 3 et 4 du présent chapitre. 

Comme il sera montré plus loin, les seconds membres des équa- 
tions différentielles sus-mentionnées sont représentés par des fonc- 
tions traduisant les valeurs courantes de trois projections, sur les 
axes z, y et z, de la vitesse angulaire absolue (c'est-à-dire rapportée 
aux étoiles fixes; v. chap. I, $ 1 du présent tome) d’un système de 
coordonnées quelconque xzyz rigidement lié à une plate-forme stabi- 
lisée. Cette dernière est généralement montée à bord du mobile à 
l’aide de suspensions à la cardan à deux axes (fig. 110) ou à trois 
axes (fig. 111) et est stabilisée (en particulier, par des gyroscopes et 
des accéléromètres faisant partie du système de navigation par 
inertie considéré) de manière que l’axe z perpendiculaire à la plate- 
forme soit invariablement dirigé suivant le rayon de la Terre. 

Introduisons un système de coordonnées En tournant avec la 
Terre (fig. 112). Plaçons son origine au centre de la Terre, dirigeons 
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Fig. 110 F$ 


Fig. 111 


Fig. 112 
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son axe n vers le pôle Nord et plaçcons son axe & dans le plan du 
méridien de Greenwich, et son axe Ë de telle sorte que le système 
de coordonnées EnC détermine un repère direct. Nous l'appellerons 
système de Greenwich. 11 est évident que la disposition relative du 
système de coordonnées xyz lié à la plate-forme stabilisée et du 
système de Greenwich EnË£ détermine parfaitement la longitude À 
et la latitude @ (v. fig. 112) tant de l'origine du système zyz que de 
celle du système de coordonnées géographique local £VZ (dont l'axe 
E est dirigé vers l’est. l’axe V vers le nord et l'axe Z vers le haut 
suivant Île rayon de la Terre 
: passant par l'origine commune 
7.7 des systèmes de coordonnées xyz 
et £:VZ). En effet. l'angle ç que 
fait l'axe Z (ou, ce qui revient 
au méme. l'axe z) avec le plan 
Ce de l'équateur représente la 
@SŸ Jatitude (géocentrique) du lieu, 
9 alors que l'angle formé entre la 
projection &, de l'axe z sur le 
même plan et l'axe & donne la 


ZZ 


(u- G)sin e 


on 


longitude À du point où se trouve 

le mobile. Par ailleurs, l’angle 

24 (fig. 113) inclus entre l'axe 

y et la direction 4 (direction 

x du nord) ou, ce qui revient au 

même. l'angle formé par l'axe 

Fig. 113 y avec le plan nz (c'est-à-dire 

le plan du méridien du lieu) 

détermine la rotation dans le sens des aiguilles d'une montre (pour 

#% >> 0) du système de coordonnées ryz lié à la plate-forme stabilisée, 

par rapport aux points cardinaux. Ainsi. en connaissant la posilion 

de la plate-forme stabilisée par rapport au mobile lui-même, on peut 

déterminer le cap du mobile. Dans ce qui suit, l'angle zx que nous 
venons d'introduire sera appelé azimut de la plate-forme. 

Le vecteur vitesse angulaire U de la Terre (fig. 112) étant orienté 

suivant l’axe n, ses projections sur les axes Æ, NV, Z ont pour expres- 

sions : 


UE = 0, Uy = U cos œ, U} — Ü sin q. { 9.1.1} 


Lorsque la longitude} du mobile est variable et sa latitude 
est constante. le système de coordonnées géographique £ NZ tourne 
par rapport au système de Greenwich En & autour de l'axe n avec une 
vitesse angulaire relative dA/dt (v. fig. 112). Ainsi, la direction du 
vecteur de cette vitesse angulaire est celle du vecteur vitesse angu- 
laire U de la Terre. Si c’est la latitude q qui varie à son tour, alors 
que la longitude À est constante, le vecteur de la vitesse angulaire 
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relative correspondante (pour d/dt => 0) est dirigé parallèlement à 
l'axe E dans le sens de sa partie négative (c'est-à-dire vers l'ouest) 
et est égal, en module, à la dérivée dp/dt. Maintenant, il n'est pas 
difficile de voir (v. fig. 113) que les projections de la vitesse angulaire 
absolue x (c'est-à-dire rapportée à un système de coordonnées non 
tournant quelconque) du sys- 
tème ENZ sur ses axes E, N 
et Z ont pour expressions 


dp 
UE 


dÀ L 
Uy = (u++) cosæ, (9.1.2.) 
» dÀ e 
Uz = (U re | sin . 


Le système de coordonnées 
zys lié à la plate-forme stabi- 
lisée tourne par rapport au 
système géographique ÆENZ 
autour des axes confondus z 
et Z avec la vitesse angulaire Fig. 114 
dzldt dont le vecteur est 
dirigé (pour dx/dt > 0) dans le sens des cotes décroissantes de la 
partie négative de l'axe z (fig. 114). Aussi, en se reportant à la 
fig. 114 et aux formules (5.1.2), peut-on obtenir pour les projections 
OX (t), &© o y (0 et w,(t) de la vitesse angulaire absolue de la plate- 

a 


forme stabilisée, sur les axes x, y et z, les expressions suivantes: 
_— (u++) cos q sin x — cos x = @,(é), 
(D +) eee à sin x = @, ({), (5.1.3) 
(u+®) sin g—— = 0), (£). 


Dans le cas où le mobile est porteur d'un système de navigation 
par inertie, les seconds membres des égalités (5.1.3) sont à considé- 
rer comme des fonctions du temps connues. Les valeurs de ces fonc- 
tions sont soit représentées directement par les indications courantes 
des éléments sensibles, soit élaborées, à partir de ces indications, par 
les calculateurs que comporte le système à inertie (v. plus loin $$ 3 
et 4 du présent chapitre). Ainsi, les égalités (5.1.3) doivent être 
considérées comme un système de trois équations différentielles non 
linéaires par rapport à trois fonctions du temps inconnues À = À (t}, 
p = (t), x = x (t), à condition que les fonctions ©, (t), &, (t), 
w, (t) soient définies. 


276 NAVIGATION PAR INERTIE SUR LA SPHÈRE TERRESTRE  [CH. V 


Soient connues la position et l'orientation de la plate-forme 
stabilisée à l'instant initial, c'est-à-dire soient données les quantités 
suivantes : 


ko = À (lo), Po = P (or #0 = X (to): (5.1.4) 


où t, est l'instant initial. Dans ce cas, en utilisant un calculateur 
(électromécanique. électronique ou autre), on peut élaborer directe- 
ment à bord du mobile, par intégration continue du système d’équa- 
tions différentielles (5.1.3). les valeurs courantes de la longitude À, 


Fig. 115 


de la latitude @ et de l’azimut x qui caractérisent, à l'instant donné, 
la position de la plate-forme stabilisée et son orientation par rapport 
aux points cardinaux. Nous donnerons aux équations (5.1.3) le nom 
d'équations différentielles initiales (ou de base) du problème principal 
de navigation par inertie. 

Introduisons maintenant un système de coordonnées non tournant 
En°£ avec les axes duquel se confondent, à l'instant { — 0, les axes 
respectifs du système de Greenwich En£ (fig. 112). L'angle de rota- 
tion du svstème de Greenwich par rapport au système non tournant 
En°£' est évidemment égal au produit Ut et l'angle 


y = Ut +i (5.1.5) 


caractérise la position du plan du méridien du lieu par rapport au 
plan de coordonnées n‘&°. Les quantités 4. @ et x (plus exactement, 
Ÿ, —œ et —x) peuvent s'interpréter comme les angles d'Euler- 
Krylov qui déterminent l'orientation du système de coordonnées 
zyz par rapport au système £'n°£&’. En effet, imaginons, comme nous 
l’avons fait au chap. III, $ 5 du tome I, un trièdre abc dont les arêtes 
coïncident, dans la position de départ, respectivement avec les axes 
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E, n°, &‘ (fig. 115). Supposons que ce trièdre effectue des rotations 
finies successives : de l’angle 1 autour de l’arète b. ensuite de l’angle 
—p autour de l'arête a et enfin, de l’angle —x autour de l'arête c 
(le signe moins devant les angles @ et x signifie qu à leurs valeurs 
positives correspondent des rotations s’effectuant dans le sens des 
aiguilles d’une montre pour un observateur placé du côté de la partie 
positive des arêtes a ou c). Par suite de ce déplacement angulaire de 
deuxième espèce, le trièdre abc passera de la position E‘n‘£ dans la 
position zyz. Les angles #, —@ et —xX sont dans ce cas les angles 
d'Euler-Krylov. 

Faisons usage de la formule (5.1.5) pour mettre les équations 
(5.1.3) sous la forme suivante: 


dy : dŒ | 
Ta Cos Œ sin "a COS Z == (Oe (4), 
dt 4 dq o æ 
Ur PORTES sin %x — ©, (4), (5.1.6) 


db …. d 
TT sin Pr = D, (t). 


Les fonctions inconnues sont représentées ici par les angles 1, w et x. 
Il s'avère que pour l'étude de plusieurs questions théoriques, le 
système d'équations différentielles (5.1.6) est plus commode que le 
système (5.1.3). De nombreuses études sont consacrées à la résolution 
des équations (5.1.6) correspondant à des mouvements concrets des 
mobiles sur la sphère terrestre (par exemple le long des parallèles). 
Dans certaines d’entre elles, on étudie les propriétés des équations 
obtenues à partir du système (5.1.6) par suite de diverses transfor- 
mations, par exemple en remplaçant les angles cherchés @, j et x 
par les paramètres de Rodrigues-Hamilton qui caractérisent la posi- 
tion du système de coordonnées xyz par rapport au système, non 
tournant E’n°£° 1). En suivant cette voie (elle sera décrite plus loin 
au sixième chapitre), on peut parvenir à certains résultats utiles 
pour la pratique. Par ailleurs, si l’on introduit les paramètres de 
Cayley-Klein, la recherche de la solution générale des équations 
(5.1.6) se ramène, comme l’a montré Darboux, à celle d'une solution 
particulière d’une équation de Riccati. Pourtant. la méthode de 
Darboux n'a pas été développée. 

Les équations (5.1.6) peuvent être résolues par rapport aux déri- 
vées des fonctions cherchées. On obtient alors le système suivant 
d'équations différentielles du problème principal de navigation par 


1) Voir, par exemple. Aowaaxos B. H. « OG YpaBenuax Mecronooxenna 
asuxkVImerocAa 00%eKTa » (V. Aochliakoc « Sur les équations de la position d’un 
mobile »).— FMM, 1964, Tr. 28, sun. 6 (en russe). 
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inertie : 
df __—w,(t)sinx—+o, (1) cos x 
dt COS ? 
dq | 4 7 
ne —w,(t)cosz—0, (t)sin x, (5.1.1) 
= — 0, (4) —{[o,(t) sin x —o,(t) cos x] tg œ. 


Ce système présente ses avantages et sera utilisé, lui aussi, par la 
suite. 


$ 2. Etude géométrique de la stabilité 
de la solution des équations différentielles 
du problème principal de navigation par inertie 


Proposons-nous maintenant d'étudier la question relative à Îa 
stabilité de la solution du système d'équations différentielles du 
problème principal de navigation par inertie. Dans son énoncé 
classique. le problème de stabilité de la solution du système d'équa- 
tions différentielles est étudié par rapport à de petites variations de 
leurs conditions initiales. Dans le cas des équations (5.1.3) de la 
navigation par inertie, la stabilité doit donc être étudiée par rapport 
à de petites variations de À, @o et #0. et, si l’on passe du système 
(5.1.3) au système (5.1.6) ou (5.1.7), respectivement par rapport à 
de petites variations des valeurs initiales des fonctions cherchées 
d (4), ç (#) et z (4), c'est-à-dire des quantités 1,, p, et #0. 

Dans la position énoncée du problème, pour l'étude de la stabi- 
lité de la solution il convient d'analyser non seulement la solution 
exacte 


P=HU. p=pt, x=2( (5.2.1) 


du système d'équations différentielles (5.1.6), qui satisfait aux 
conditions initiales 


Ÿo = Ÿ (Lo); Po un P (Lo). #0 —.# (to); (5.2.2) 


mais également une autre solution exacte du même système, qui 
vérifie des conditions initiales légèrement modifiées. Soit 


Éd (6), qq # (). XX = 24% (t) (5.2.3) 


cette autre solution que nous appellerons solution perturbée. Dési- 
gnons par 


do = 4 (oh, pp = p* (oh, 25 = 2% (to) (5.2.4) 


les conditions initiales relatives à la nouvelle solution. 
Pour pouvoir juger de la stabilité. il convient dans ce cas de voir 
si les différences entre les fonctions * (4), q* (4), x* (t) et les fonc- 
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tions respectives 4% (£). o (t). zx (t) sont, à tout instant f, aussi in- 
signifiantes que les différences entre leurs valeurs à l'instant initial #,. 
Les seconds membres des équations (5.1.6), c'est-à-dire les fonctions 
w, (t). w, (£), w. (t), restent dans ce cas, bien entendu, inchangeées. 
Il n'est pas difficile de former les équations différentielles pour 
les perturbations elles-mêmes, c'est-à-dire pour les différences 


AY 2 Jr * 2 Ÿ. Aœ — p* — ®, Ax == 4Y — #. (5.2.5) 


Il se trouve que pour ces équations il existe la fonction de Liapounov. 
C'est ce qui démontre la stabilité (au sens de Liapounov) de la solu- 
tion générale du système (5.1.6) d'équations différentielles du pro- 
blème principal de navigation par inertie. La marche à suivre pour 
la construction de la fonction de Liapounov est indiquée à la fin du 
présent paragraphe. 

Dans la région des pôles de la Terre, à de petits déplacements du 
mobile peuvent correspondre des variations très grandes de la longi- 
tude À (et donc de l'angle +), ainsi que celles de l’azimut x (pour plus 
de détails sur cette question, v. plus loin chap. VI, $ 5). C'est pour- 
quoi la position classique du problème de stabilité de la solution du 
problème principal de navigation par inertie devient ici trop génante. 
Il semble plus naturel de caractériser la proximité de deux positions 
et l'orientation réelle en azimut d'une plate-forme stabilisée dans le 
plan de l’horizon local EN non par le voisinage des valeurs corres- 
pondantes des angles À (ou 1), @. x. mais par la petitesse de l'angle Ô 
de rotation finie de cette plate-forme. lorsque le mobile qui la porte 
se déplace d'une position dans une autre. Dans ce cas, la question 
concernant la stabilité de la solution du problème de navigation par 
inertie se pose de la façon suivante. 

Désignons par 7,ÿ92, la position initiale du système de coordonnées 
zyz lié à la plate-forme stabilisée et par x#y#z5 la position également 
initiale mais un peu modifiée du même système. Soit D (f,) une rota- 
tion finie d'angle Ô (t,), autour d'un axe d,, qu il faut faire pour 
passer de la position z,y,z dans la position x?y*z5. Considérons 
dans ce qui suit, deux mouvements de la plate-forme stabilisée : 
le mouvement principal à partir de la position initiale z,y,z, et le 
mouvement perturbé à partir de la position initiale r°y#z. Tout 
comme dans l'étude classique de la question de stabilité, les deux 
mouvements sont tels que les projections w, (ft), &, (£). w. (t), sur 
Jes axes x, y et z, de la vitesse angulaire absolue de la plate-forme en 
mouvement principal sont, à tout instant, égales aux projections 
respectives, sur les axes z*, y*, z*, de la vitesse angulaire du mouve- 
ment perturbe. 

Désignons par D (t,) la rotation finie d'angle à (£4,) autour de l'axe 
d,, qui permet au système de coordonnées xyz de passer de la position 
Liÿ1Z, qu'il occupe à un instant fixé quelconque t = t,, lors du 
mouvement principal de la plate-forme, dans la position x°y”z? 
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correspondant à la position de la plate-forme au même instant, lors 
du mouvement perturbé. Dans ce nouvel énoncé, la question de 
stabilité de la solution du problème de navigation par inertie se 
ramène à l'étude du comportement de la fonction 6 (t,), quelles que 
soient sa valeur initiale à (4,) et les fonctions «, (t). oO, (t), w: (t). 
On peut se demander, en particulier, si dans le cas général l’angle 
Ô (4) ne croîtra indéfiniment avec le temps £,. 11 se trouve que contre 
toute attente, la réponse à cette 
F question est bien simple: les rota- 
Ce Da Lions finies D (t,) et D (t,) sont 
absolument identiques pour tout 
instant fixé {, et donc la solution 
des équations différentielles (5.1.6) 
est, en ce sens, stable. Ainsi, 
l’angle 6 (£,) se trouve constant et 
égal à sa valeur initiale 6 (t,), alors 
que l'axe d, de la rotation finie 
D (t,) conserve, à tout instant. son 
orientation par rapport au système 
de coordonnées non tournant E‘n°t;, 
c'est-à-dire reste parallèle à l'axe 
d, de la rotation finie D (t,). 

La démonstration de l'assertion 
énoncée plus haut est basée sur 
A1E un théorème intéressant qui con- 

g cerne les rotations finies. Deux 

Fig. 116 rotations finies d'un corps solide : 
une rotation À s'effectuant de 
l’angle & autour de l’axe a d'orientation constante par rapport au 
système de coordonnées non tournant E‘n°£ et une rotation B qui 
s'effectue de l'angle B autour de l’axe D rigidement relié au corps 
sont permutables. Ceci signifie qu’étant donné Îla position initiale 
d'un corps à un point fixe, par rapport au système de coordonnées 
En‘ mentionné, sa position d'arrivée ne depend pas de l’ordre 
des rotations À et B. Dans un énoncé non essentiellement différent, 
ce théorème a été démontré analytiquement par A. Lourier ?). Nous 
donnerons ici la démonstration géométrique de ce théorème qui est 
bien simple. 

Remarquons tout d'abord que, quel que soit l'ordre des rotations, 
l'angle inclus entre l’axe immobile a et l’axe b rigidement lié au 
corps reste inchangé. On peut lier à ces deux axes un corps inter- 
médiaire (par exemple, l'anneau À ; fig. 116) qui ne limite pas le 
mouvement du corps principal. La rotation À peut maintenant 


1) Voir .Typve À. H. « AxanuTiraeckan MexaBuka » (4. Lourier « Mécanique 
analytique »). M., Ousuarrna, 1961 (en russe). 
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s'interpréter comme une rotation de ce corps intermédiaire, qui 
s'effectue de l'angle &. par rapport au système de coordonnées non 
tournant E‘n°£’, autour de l'axe immobile a. A son tour, la rotation B 
représente la rotation du corps principal, par rapport au corps inter- 
médiaire, de l’angle B autour de leur axe commun b. Il est tout à 
fait évident que l’ordre des rotations mentionnées est sans effet sur 
la position finale du corps intermédiaire et donc sur celle du corps 
principal. 

Au point de vue cinématique, l'intégration du système d équa- 
tions différentielles (5.1.6) ou du système équivalent (5.1.7) permet 
de déterminer la rotation finie du trièdre sus-mentionné de la posi- 
tion initiale z,ÿ0Z, qu il occupait à l'instant t = ?, dans la position 
finale x,y,z, correspondant à un instant t = t,. Désignons une telle 
rotation par G. Il est évident que la rotation G n’est déterminée que 
par la suite de valeurs des fonctions w, (t), w, (t), w, (t) dans l'inter- 
valle Jt,, t.[ ou. ce qui revient au même, par les projections de la 


vitesse angulaire absolue &w (c’est-à-dire, rapportée au système de 
coordonnées non tournant) sur les arêtes correspondantes du triédre 
et ne dépend pas de la position initiale de ce dernier. 

Introduisons maintenant deux trièdres abc et a*b*c* qui occupent 
à l'instant { = t, respectivement deux positions initiales différentes 
ToÿoZo et TSy5zè. Supposons que ces trièdres se déplacent de telle 
sorte qu'à tout instant t les projections de la vitesse angulaire du 
premier d’entre eux sur les arêtes a, b. c sont respectivement égales 
aux projections de la vitesse angulaire du deuxième trièdre sur les 
arêtes a*, b*, c*. Désignons, comme précédemment, par z'y;z; la 
position du trièdre a*b*c* à l'instant ? = £, et par x,y,2, la position, 
au même instant, du trièdre abc. Comme il vient d’être dit. la rota- 
tion finie G* qui fait passer le trièdre a*b*c* de la position x; y°z# 
dans la position x°y’z; ne diffère pas de la rotation finie G du trièdre 
abc. qui s'effectue de la position xz,ÿ5z, dans la position x,y,z. 
Ceci. signifie que les angles faits par l’axe g* de rotation finie G* 
avec les axes z?. y*, 2% (ainsi qu'avec les axes x7, y, z; et avec les 
arêtes a*, b*, c*) seront les mêmes que ceux formés par l’axe g de 
rotation finie G avec les axes x,. yo. 3 (et, certes. avec les axes 
Z,. Y1. 2, et les arêtes a, b, c). De plus, les angles y* et > des deux 
rotations finies sont, bien entendu, égaux. 

Considérons maintenant la suite de deux rotations finies: G et 
D (t,) du trièdre abc de sa position de départ x,y,z, dans la position 
Z1Y12, et ensuite dans la position x’'yfz;. La première, c'est-à-dire 
la rotation G, se fait de l’angle y autour de l'axe g dont l'orientation 
par rapport au trièdre abc est déterminée par la donnée des fonctions 
w+ (t), &, (t), w, (t) dans l'intervalle ]£,, ff. L'orientation de l'axe 
d, de la deuxième rotation, c’est-à-dire de la rotation D (t,), se 
détermine, par rapport au système de coordonnées non tournant, par 
la disposition relative des systèmes 27,2, et x;y;z’. En vertu du 
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théorème qui vient d'être démontré, de telles rotations sont per- 
mutables. On peut donc faire tout d'abord la rotation D (t,) d'angle 
ô (t,) à partir de la position z,ÿ,z, et ensuite la rotation G d'angle y, 
successivement autour des axes d, et g. Par suite de ces rotations, le 
trièdre reprendra la même position z°y?z%. Comme il est aisé de le 
voir dans ce cas. la deuxième rotation finie, c'est-à-dire G, ne sera 
en rien différente de la rotation G* qui faisait passer le trièdre 
a*b*c* de la position initiale x%y#z dans la position z?y'z/. En 
effet. dans la position zxy?z?, les arêtes du trièdre abc seront con- 
fondues avec les arêtes respectives du trièdre a*b*c*, et en consé- 
quence, l'axe de rotation finie g sera confondu avec l'axe analogue g*. 
On peut en conclure, compte tenu de l’égalité des angles y et y*, que 
dans le cas de la permutation indiquée des rotations finies, le trièdre 
abc commencera sa rotation finie G à partir de la position xfy9z;. 
c'est-à-dire à partir de la position initiale du trièdre a*b*c*. Ainsi, 
avec la permutation mentionnée des rotations, le trièdre abc doit 
d'abord passer, par suite de la rotation D (t,), de la position xoÿy52o 
dans la position r*y*z?. Or, une telle rotation a été désignée plus 
haut par D (t,). Par conséquent, les rotations D (t,) et D (t,) sont 
identiques, leurs axes d, et d, sont confondus et les angles à (f,) et 
ô (t,) sont égaux. Les deux suites de rotations finies qui viennent 
d'être considérées peuvent se représenter, suivant ce qui a été établi 
au chap. III. $ 5 du tome I, par le schéma conventionnel suivant: 


a 
ToYo5o at TiY121 


do | ô(to) di | ô(41) (5.2.6) 
ss < +, + 
À 6 Yo “0 Te Titi 


Le fait démontré de l'égalité des angles Ô (£,) et à (4) signifie 
qu'au sens indiqué plus haut, la solution du système d'équations 
(5.1.6) de la navigation par inertie est stable, quelles que soient les 
valeurs initiales des variables 4, @ et x et les projections données 
©, (4). w, (ft), w. (t) de la vitesse angulaire absolue de la plate-forme 
stabilisée sur les axes du système de coordonnées xyz qui lui est lié. 
Ainsi, la solution est stable, quels que soient les déplacements. sur 
la sphère terrestre, du mobile porteur de la plate-forme stabilisée, 
si l'axe 3 lié à la plate-forme passe constamment par le centre de la 
Terre (sinon l'angle @, par exemple, ne sera plus la latitude). 

Signalons enfin que l'angle à introduit plus haut pour la rota- 
tion finie qui fait passer la plate-forme stabilisée, à un instant donné, 
de la position principale dans la position perturbée, peut être utilisé 
pour construire la fonction de Liapounov. A cet effet, il convient 
d'exprimer la valeur de l'angle Ô par l'intermédiaire des pertur- 
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bations Av, Ag, Az définies par les égalités (5.2.5), et par les quan- 
tités +, q et x qui décrivent le mouvement non perturbé du centre 
de la suspension de la plate-forme stabilisée. La fonction 


V = Ô (Aw, Ag, A%, Ÿ, €, x) (5.2.7) 


est à la fois une intécrale première et la fonction de Liapounov des 
équations différentielles des perturbations (5.2.5). Ainsi, la question 
concernant la stabilité de la solution du système d'équations diffé- 
rentielles (5.1.6) du problème principal de navigation par inertie, 
par rapport à la perturbation des conditions initiales (5.2.2). se trouve 
résolue tant géométriquement qu analytiquement. 


$ 3. Schéma de navigation par inertie 
avec plate-forme stabilisée en azimut 


Comme cela a été dit au début du chapitre actuel. le problème 
de navigation par inertie, en cas de déplacement quelconque d'un 
mobile sur la sphère terrestre, peut être résolu en principe de façons 
différentes, en utilisant divers dispositifs faisant appel à des com- 
binaisons de gyroscopes. d'accéléromètres, d’organes électroméca- 
niques et de calculateurs. Au cours du présent paragraphe nous 
décrivons le premier, à notre connaissance, des schémas proposés 
de tels dispositifs qui résout rigoureusement le problème de naviga- 
tion par inertie !) (à condition, bien entendu, que le fonctionnement 
de tous les éléments sensibles, des systèmes d'asservissement, des 
calculateurs et des autres organes constitutifs soit correct et la Terre 
supposée sphérique à répartition radiale de la densité). 

Le schéma de navigation par inertie décrit ci-dessous est un 
des plus simples. De trois fonctions du temps, c'est-à-dire des pro- 
jections w, (t). w, (t) et w. (t) de la vitesse angulaire de la plate- 
forme stabilisée, qui figurent dans les seconds membres des équations 
différentielles du système (5.1.6), la centrale à inertie en question 
n'élabore que deux: &, (t) et w, (t). La troisième fonction. w; (t), 
est ici identiquement nulle, car la plate-forme est stabilisée en 
azimut par l’un des gyroscopes du système. Remarquons que l'axe z 
est perpendiculaire au plan de la plate-forme et, en l'absence de 
perturbations. passe constamment par le centre de la sphère ter- 
restre. 

Dans les paragraphes suivants de ce chapitre, nous indiquons 
d’autres schémas de navigation par inertie. On peut réaliser, en 
particulier, un schéma (v. $ 5 du présent chapitre) dans lequel les 
fonctions w, (t) et w. ({) sont, dans le cas général, non nulles : elle 


1) Ce schéma a été proposé par l’auteur de la présente Monographie pour 
la navigation maritime et, indépendamment de lui, en 1956, par L. Kondratiev 
pour la navigation aérienne. 
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sont appliquées à l'entrée d’un calculateur qui assure l'intégration 
des équations différentielles du système (5.1.6). En vertu des pro- 
priétés que présente le système gyroscopique du dispositif, c'est la 
fonction w, (t) qui se trouve identiquement égale à zéro. Ici, l’axe z 
est rigidement lié à la plate- 
forme et situé dans son plan. 
La centrale de navigation 

à inertie, décrite dans ce para- 
graphe, comporte deux gyro- 
scopes de haute précision I et 
& I] (fig. 117). L'axe de l'anneau 
= PR RS extérieur du gyroscope Î est 
| parallèle à la plate-forme stabi- 

Mi lisée installée à bord du mobile, 
alors que l'axe de l’anneau 
extérieur du gyroscope II est 
perpendiculaire à cette plate- 
ZI forme. Les systèmes d'asservis- 
sement amènent de façon con- 
tinue la plate-forme dans une 
position où elle est à son tour 
perpendiculaire au vecteur mo- 


ment cinétique propre À’ du 
æwyroscope I. 

Si le fonctionnement du 

L dispositif est parfait, le vecteur 

H" est orienté vers le haut, 

suivant le prolongement du 

rayon de la Terre, qui passe 

par le centre de la plate-forme 

(plus exactement, par le centre 

de sa suspension à bord du 

Fig. 117 mobile). Dans ce cas, l'axe du 

boîtier du gyroscope J est 

parallèle à la plate-forme. En azimut, la plate-forme suit l’anneau 

extérieur du gyroscope II. Le couple de correction À appliqué à l’axe 

de l’anneau extérieur du gyroscope II oblige le vecteur moment 

cinétique propre À” de ce gyroscope d'être tout le temps parallèle 

au plan de la plate-forme. 

En plus des gyroscopes, la plate-forme stabilisée porte encore 
deux accéléromètres à un axe dont les axes sensibles x et y sont situés 
dans le plan de la plate-forme. L’axe sensible x du premier accéléro- 
mètre est parallèle à l’axe de l'anneau extérieur du gyroscope I. 
L'axe sensible y du second accéléromètre est perpendiculaire à 
l'axe x. 


Z 


XX 
=. 
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Introduisons de nouveau un système de coordonnées xyz rigide- 
ment lié à la plate-forme. L'origine de ce système est au centre de 
la plate-forme, son axe z est dirigé vers le haut et ses axes x et y 
sont confondus avec les axes sensibles de mêmes noms des accéléro- 
mètres. D'après ce qui a été établi au $ { du chapitre précédent, 
on peut considérer que les accéléromètres mesurent les projections 
a, = a, (t) et a, = a, (t) de l'accélération apparente du centre de 
la plate-forme stabilisée, respectivement sur les axes x et y. Les 
calculateurs élaborent. à partir des indications des accéléromètres 
(v. $ 2 du chapitre précédent), les fonctions 


! t 
F, (t)= | a()dt+b,.  F,(=|a,(t)dt+b,. (5.341) 
tt 


(1) 


A leur tour, les organes électromécaniques développent des moments 
appliqués aux axes de l’anneau extérieur et du boîtier du gyroscope Î, 
ayant pour valeurs respectives 


M =EF. (0, M=kF,() (5.3.2) 


et, de plus, imposent le moment Z au gyroscope [Ï, par rapport à 
l’axe de son boîtier (fig. 117). Dans les formules (5.3.1) et (5.3.2), 
b., b, et À sont des paramètres constants dont les valeurs seront 
indiquées plus loin. 

Sous l’action des moments Af,, M, et L indiqués ci-dessus, ainsi 
que du couple de correction XÆ, les gyroscopes I et IT sont animés 
d'un mouvement de précession (fig. 118 et 119). Il en résulte que la 
plate-forme tourne, par rapport au système de coordonnées non 
tournant ë‘n°£, à la vitesse angulaire w dont les projections sur les 
axes zx, yet z s'expriment. compte tenu des formules (5.3.1) et (5.3.2), 
par 


{ 
= = | |a,(at+e,], 
0 


{ 
M k | = 
o, == | a, (t) dt +b, |» (5.3.3) 
0 


= 
Z H" ° 


Les constantes b,, b, et k intervenant dans les formules (5.3.1), 
(5.3.2) et les deux premières égalités (5.3.3) peuvent être choisies, 
de même que la valeur du moment L figurant au second membre de la 
troisième égalité, de manière à rendre possible un mouvement parti- 
culier suivant de la plate-forme. A savoir, la plate-forme est tangente 
à la sphère S, quel que soit le déplacement de son centre sur cette 
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sphère. Pour qu'un tel mouvement de la plate-forme soit possible, 
il est nécessaire, bien entendu, que la plate-forme soit tangente à 
la sphère S$ au moins dans sa position de départ. c'est-à-dire à l’ins- 
tant { =: 0. 

Si le mouvement que nous venons de décrire est réalisé, les axes 
z et y du système de coordonnées zyz sont, eux aussi, constamment 
tangents à la sphère S. Par les formules (5.3.3), on connaît, à tout 
instant courant, les projections w, (£), w, (t), w.({) de la vitesse 


Z 


rh "SK 


Fig. 118 Fig. 119 


angulaire de ce système sur ses propres axes x, y et z. Par consé- 
quent, la détermination de la position de l’origine du système xyz 
et de l’orientation de ses axes x et y par rapport aux points cardinaux 
se ramène, d'après ce qui a été établi au $ { du présent chapitre, à 
l'intégration des équations différentielles du système (5.1.6). 

Pour justifier la possibilité du mouvement particulier sus-men- 
tionné de la plate-forme, avec un choix approprié des constantes 
b.. b, et À. ainsi que du moment L, introduisons, comme au deuxième 
paragraphe du chapitre précédent, une plate-forme auxiliaire imagi- 
naire ayant son centre confondu avec celui de la plate-forme princi- 
pale. Plaçons dans le plan de la plate-forme auxiliaire les axes £etn 
du système de coordonnées En ë rigidement lié à cette plate-forme ; 
dirigeons l'axe € de ce système suivant le prolongement du rayon de 
la sphère S, qui passe par le centre de la plate-forme. Dans ces 
conditions, la plate-forme auxiliaire sera en permanence tangente à 
cette sphère. Exigeons de plus que lors du mouvement du centre 
de la plate-forme sur la sphère S, la projection w? de la vitesse 
angulaire absolue w* de la plate-forme auxiliaire, sur l’axe © qui lui 
est lié, soit constamment nulle. 
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Plaçons sur la plate-forme auxiliaire deux accéléromètres à un 
axe, en dirigeant leurs axes sensibles suivant les axes E et A Elaborons 
à l'aide de calculateurs, en plus des fonctions F, (t) et F, (t), encore 
deux fonctions suivantes: 


t 
FE(e) = |at(e)at+vt, 

' (5.3.4) 
F (1) = | a (t) dt + b4. 

0 


Ici, a? et an sont les indications des accéléromètres supplémentaires 
et b et b? des constantes dont les valeurs seront établies un peu 
plus loin. 

Enfin, en nous inspirant des formules (5.3.2), produisons les 
moments 


M# = kF£ (1). 
MY = k F4 (1) 


par rapport aux axes respectifs de l'anneau extérieur et du boîtier du 
gyroscope I et posons égale à zéro la valeur du moment Z des forces 
appliquées au boîtier du gyroscope I[ par rapport à son axe (c'est-à- 
dire, laissons cet axe libre de toute action des forces extérieures et 
supposons qu'il n'y a pas de frottement dans ses paliers). 

Ainsi, le gyroscope Ï placé sur la plate-forme principale n est 
plus soumis aux moments A, et À/, élaborés suivant les formules 
(5.3.1) et (5.3.2) à partir des indications des accéléromètres de cette 
plate-forme. Au lieu de ces moments, ce gyroscope subit l’action 
des moments M? et M? dus aux indications des accélérometres 
supplémentaires placés sur la plate-forme auxiliaire. [l est évident 
que dans ce cas les projections de la vitesse angulaire de la plate- 
forme principale, sur les axes x, y et z qui lui sont liés, ont. par 
analogie avec les formules (5.3.3), pour expressions 


M3 M? L =: 0 6 
HE, O6, =—r=0. (5.3.6) 


(5.3.5) 


DL — Le 


Posons qu'à l'instant initial { — U, les axes x, y et z liés à la 
plate-forme principale se confondent respectivement avec les axes 
ë,net & liés à la plate-forme auxiliaire. Il se trouve qu'avec un choix 
convenable des paramètres b:, b, et À, la plate-forme principale sera 
animée du même mouvement que la plate-forme auxiliaire, c'est-à- 
dire que les axes des systèmes de coordonnées xyz et Ent seront res- 
pectivement confondus non seulement à l'instant initial { — 0, 
mais également à tous les autres instants. Remarquons d'abord que, 
puisque l’axe © du système de coordonnées En£ passe par le centre 
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de la sphère S, on a, d'après les formules de la cinématique du solide 
(fig. 120), les relations suivantes: 


U = ONR, Un = —0iR. (5.3.7) 


Ici, v; et v, sont les projections de la vitesse du centre de la plate- 
forme auxiliaire (et donc de la plate-forme principale) sur les axes 
et n. et &?, wn les projections de 
la vitesse angulaire ow* de Ja 
plate-forme auxiliaire sur les mé- 
mes axes. [l n'est pas difficile 
de déterminer maintenant les 
projections de l'accélération du 
centre de la suspension de la 
plate-forme, sur les axes ë, net 
6. D'après les formules bien 
connues en cinématique (v. chap. 
I, $ 2 du présent livre), on 
obtient 


di: Fe : 
= = "dt re Onlr — D Un: 
dr, Fe 
Lu. 
Un — Te À OÈU: — WEUz. (5.3.8) 
de- | » n 
Fig. 120 Wir 7 7 Din — Onls 


Or, d’après ce qui précède, le mouvement de la plate-forme auxiliaire 
doit satisfaire à la condition 


wo = 0. (5.3.9) 


De plus, le vecteur vitesse du centre de cette plate-forme étant 
constamment tangent à la sphère S et donc perpendiculaire à l'axe &£, 
on a évidemment 


v, = 0. (5.3.10) 


Compte tenu des égalités (5.3.9) et (5.3.10) et des relations (5.3.7), on 
peut mettre les formules (5.3.8) sous la forme suivante : 


dr: 
ART TE 
dun 
ln = » (5.3.11) 
LE +0 L2 
Wyr = _—_— R — TT R* 
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Il est aisé maintenant de calculer les indications a? et a? des accé- 
léromètres supplémentaires dont les axes sensibles sont orientés 
respectivement suivant les axes ë et n. Déterminons également la 
valeur de la projection a? de l’accélération apparente sur l’axe Ë. 
D'après ce qui a été établi au $ 1 du chapitre précédent, on a 

at = us — je, 

an = Un — jn: (5.3.12) 

ar = Ur — jr. 
L'axe Ë du système de coordonnées £në constitue le prolongement du 
rayon de la sphère S mené vers l’origine de ce système. La Terre étant 
supposée sphérique à répartition radiale de la densité, l'accélération 
de la gravitation ÿ est donc orientée suivant la partie négative de 
l'axe &, et par conséquent. on a les égalités 

É — 0, În — 0, Îe — —]. (5.3.13) 


Compte tenu des égalités (5.3.11) et (5.3.13), les formules (5.3.12) 
pour a, an et a° deviennent maintenant 


dv: . du, 


=, =, Gi. (5.3.14) 
Portons les expressions ainsi obtenues pour a* et a dans les formules 
(5.3.4) et intégrons ces dernières. Il vient 
F? (t) = vs (4) — vs (0) + bi, 
Fa (t) = Un (€) — La (0) + br. 
Si l’on pose maintenant 
DE — v: (0), bn = za (0), (5.3.16) 


où v. (0) et v, (0) sont les projections de la vitesse du centre de la 
plate-forme sur les axes & et n à l'instant initial { = 0, les formules 
(5.3.15) se simplifient et prennent la forme suivante : 


Ft) =), F4 (0 = v, (0). (5.3.17) 


Tenous compte des formules (5.3.17) et (5.3.5) dans les relations 
(5.3.6) et lenons compte également des égalités (5.3.7). Il vient 


(5.3.15) 


k kR 
OX Îl— Un (= O!, 
1. .. ER (5.3.1) 
De UE Ge Où 


Choisissons le facteur de proportionnalité Æ figurant dans les 
expressions (5.3.5) des moments ? et Af?, de telle sorte que soit 


19—01247 
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satisfaite la relation 


kR 
7 = | (5.3.19) 
analogue à la condition (4.2.20) obtenue au $ 2 du chapitre précé- 
dent. Les relations (5.3.18) deviennent alors 


Ox (#) = © (4),  o, (€) = w4 (t). (5.3.20) 
Joignons à ces deux relations une troisième, soit 
@: (t) = wË (t), (5.3.21) 


qui découle du rapprochement entre la condition (5.3.9) et la troisième 
équation (5.3.6) du mouvement du gyroscope II dont l'anneau de 
cardan extérieur est suivi par la plate-forme principale, ainsi que 
par le système de coordonnées xyz qui lui est lié. 

Ainsi. les systèmes de coordonnées xyz et Ent liés respectivement 
à la plate-forme principale et à la plate-forme auxiliaire sont con- 
fondus à l’instant initial { — 0. Se mouvant ensuite, ils se déplacent 
de telle sorte que, conformément aux égalités (5.3.20) et (5.3.24), 
les projections de leurs vitesses angulaires & et w* sur les axes 
correspondants sont égales l'une à l’autre. alors que leurs origines 
se trouvent au centre commun des deux plates-formes. Par consé- 
quent. le mouvement dont seront animés la plate-forme principale 
et le système de coordonnées zyz qui lui est lié, sera le même que le 
mouvement imposé à la plate-forme auxiliaire avec le système Ent. 
Ainsi donc, le mouvement de la plate-forme principale se produit 
conformément à la précession des gyroscopes sous l'effet des moments 
MY, M? auxquels ils sont soumis. En outre, le moment L est nul, 
et le couple de correction À oblige le vecteur moment cinétique 
propre du gyroscope II à être constamment parallèle aux plans xy 
et En confondus. Ceci étant, les moments 1} et A] sont élaborés 
suivant les formules (5.3.5) et (5.3.4). à partir des indications aë (t} 
et an(t) des accéléromètres supplémentaires placés sur la plate- 
forme auxiliaire. Il est évident que dans le cas considéré, les indica- 
tions a. (t) et a, (t) des accéléromètres montés sur la plate-forme 
principale seront égales respectivement à a? (1) et an (t). Par suite, 
rien ne sera changé dans le mouvement de la plate-forme principale 
si les moments W* et 17* sont remplacés par les moments W, et .Wf, 
produits à partir des indications des accéléromètres de la plate-forme 
principale, suivant les formules (5.3.2) et (5.3.1). et si la plate-forme 
auxiliaire est supprimée. On a ainsi démontré que, lorsque le centre 
de la plate-forme principale se déplace de façon arbitraire sur la 
sphère S, cette plate-forme reste constamment tangente à la sphère 
si sont remplies les conditions suivantes: 

la plate-forme doit être tangente à la sphère à l'instant initiab 


t = 0, 
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la relation (5.3.19) doit être réalisée, 
les constantes b, et b, figurant dans les formules (5.3.1) sont 
liées par les mêmes égalités 


b, = vx (0), b, = v, (0) (5.3.22) 


aux projections, sur les axes x et y, de la vitesse du centre de la plate- 
forme à l'instant initial, que dans les conditions (5.3.16) qui leur 
sont analogues, 

le moment résultant Z des forces agissant sur le sous-ensemble 
mécanique « boîtier — rotor » du gyroscope II par rapport à l'axe 
de son boîtier est nul, 

le fonctionnement des systèmes d’asservissement et des calcula- 
teurs est absolument correct, 

enfin, la correction du gyroscope II à l'aide du couple À est 
assurée comme il est décrit plus haut. 

Ainsi qu'on l'a dit plus haut, la résolution du problème de navi- 
gation par inertie se ramène, lorsque la plate-forme principale est 
animée du mouvement décrit ci-dessus. à l’intégration du système 
d'équations différentielles (5.1.6) (v. $ 1 du présent chapitre). Les 
fonctions w, (ft). w, (t). w. (t) qui interviennent dans les équations 
(5.1.6) sont données dans ce cas par les formules (5.3.3) dans les- 
quelles il faut poser 


L=0 (5.3.3) 


et, de plus, tenir compte de la relation (5.3.19). 

Proposons-nous maintenant d'étudier, de façon approchée. la 
stabilité du mouvement de la plate-forme que nous venons de décrire, 
au cours duquel son plan suit les gyroscopes pour rester constamment 
tangent à la sphère S. À cet effet. établissons d'abord les équations 
du mouvement perturbé de la plate-forme. Dans le cas général, la 
plate-forme peut se trouver à l'instant initial, légèrement inclinée 
sur le plan tangent à la sphère S et passant par la posilion initiale 
du centre de la plate-forme. De plus, il se peut que les conditions 
(5.3.22) ne soient pas satisfaites tout à fait exactement. Quant à 
l'égalité (5.3.19), nous supposons comme précédemment qu'elle 
est vérifiée en toute rigueur. 

Dans son mouvement non perturbé, la plate-forme principale 
se confond avec la plate-forme auxiliaire imaginaire à laquelle est 
rigidement lié le système de coordonnées Ené. Par conséquent, 
le système de coordonnées zyz lié à la plate-forme réelle (ou prin- 
cipale) se déplace, au cours du mouvement non perturbé de cette 
dernière, de la même façon que le système Ent et se confond complè- 
tement avec celui-ci. Si le mouvement est perturbé. les axes respectifs 
de ces systèmes font entre eux des angles qui varient avec le temps. 
Désignons par &, f et y les angles d'Euler-Krylov qui déterminent 
la position du système de coordonnées zyz par rapport au système 
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En£ (v. tome I, chap. III, $ 6). Dans le cas des angles d' Euler-Krylov. 
pour passer du système Eng au système zyz. il faut faire trois rota- 
tions finies (fig. 121): de l’angle & autour de l’axe E, de l’angle f 
autour de l'axe y” (nouvelle position de l’axe n), et de l'angle ? 
(fig. 122) autour de l’axe z avec lequel se confond, après les deux 
rotations précédentes, l'axe ©. La table des cosinus des angles que 
font entre eux les axes des systèmes ryz et En£ s'obtient facilement. 
si l’on modifie, par exemple la table (3.5.6) établie au chap. III, 


Fig. 121 Fig. 122 


$ 5 du tome I. A cet effet, il convient de remplacer les axes x, y, , 
E,, Mi: & par les axes respectifs E, n, &, x. y, z, et les angles 
Gr Pis V1 par les angles a, B et y. Il vient 


E n | 
x cos B cos y sin & sin B cos y + —Ccos a sin f cos ? + 
—+ cos & Sin Ÿ — sin & Sin 
y —cos Bsiny —sin asin f sin y + cos à sin B sin y + 
+ COS & COS Y — sin % COS y 
z sin f —sin & Cos $ cos & Cos f. 
(5.3.24) 


D'après ce qui précède, le mouvement non perturbé de la plate- 
forme et donc celui du système de coordonnées ë£né est tel que la 


projection w* de sa vitesse angulaire w* (par rapport au systeme 
non tournant t‘n‘£') sur l'axe Ë est identiquement nulle. Les pro- 


jections o*, w# de la même vitesse angulaire w* sont liées aux pro- 
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jections cv: et v,. sur les axes E et n, de la vitesse du centre de la 


plate-forme par les relations (5.3.7). La vitesse angulaire wo du 
système de coordonnées xyz qui se déplace avec la plate-forme dans 
son mouvement perturbé (toujours par rapport au système E‘n‘£°) 
vaut la somme géométrique de la vitesse angulaire w* du système 
Ent et des vitesses angulaires Etda;dt. ÿ”"°dB:dt et z°dy/dt dues aux 
variations des angles «, B et y. Dans le cas où seul l’angle «& varie, 
le système de coordonnées zyz tourne par rapport au système Enÿ 
autour de l’axe E et donc la vitesse angulaire relative da/dt est 
dirigée le long de l’axe E. Si c'est l’angle B qui varie. la rotation se 
fait autour de l’axe y” et la vitesse angulaire relative dB,dt est diri- 
gée suivant cet axe. L’axe y” se trouve dans le plan xzy (ainsi que 
dans le plan nÜ); il fait avec les axes x et y les angles respective- 
ment égaux à x,2 — yet y (fig. 122). Enfin, dans le cas où ne varie 
que l'angle y, le système de coordonnées xyz tourne par rapport au 
système Ent autour de l'axe z, suivant lequel est donc dirigée la 
troisième vitesse angulaire relative dy.dt. Compte tenu de ce qui 
vient d'être dit, on obtient, en utilisant la table (5.3.24), les expres- 


sions suivantes pour les projections de la vitesse angulaire w du 
système de coordonnées zyz sur ses propres axes : 


O, =- (ot ++) cos $ cos y + wn (cos « sin y + sin & sin f cos y) + 


++ sin y, 


Oy = — (ot+ +) cosfsiny+on(cosacosy—sinasinfpsiny) + 
_ dB 
or SOS YS 

1[ du : _—  dY 53.95 

o, = {(wt+ +) sin B — on sin & cos $ - TH - (5.3.25) 


Les expressions trouvées pour les projections w, et w,, doivent ètre 
introduites dans les relations (5.3.3) qui déterminent la précession 
du gyroscope I. Ces relations font intervenir également les projec- 
tions a, et a,, sur les axes x et y, de l'accélération apparente du 
centre de la plate-forme. Pour calculer ces dernières, remarquons 
d'abord que les projections w:, w,, w; de l'accélération absolue w 
(c'est-à-dire, rapportée au système de coordonnées En‘£') du centre 
de la plate-forme sur les axes E, n et © s'expriment par les formules 
(5.3.11), alors que les projections j:, j, et j; de l'accélération de la 
gravitation ÿ sont données respectivement par les formules (5.3.13). 
En tenant compte des égalités (5.3.14) et en utilisant de nouveau la 
table (5.3.24) des cosinus des angles inclus entre les axes des systèmes 
de coordonnées xyz et Ent, on obtient pour les projections, sur les 
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axes x et y. de l'accélération apparente du centre de la plate-forme 
les expressions suivantes que nous utiliserons par la suite : 


dr- dv 
a, = “À cos f cos y+ 7 (cos a sin y + sin a sin f cos y) + 
SE (i-+) (sin & sin y— cos a sin B cos Ÿ), 
(5.3.26) 


de . de, L : : 
Ay= — 7 cosfsin ner re (cos & cos y -— sin à sin f sin y) + 


+ (1-5) (sin @ cos y + cos & sin B sin y). 


Dérivons par rapport au temps les premiers et les seconds mem- 
bres des relations (5.3.3). Compte tenu de la condition (5.3.19). on 
obtient les égalités 


dx ay du y __ &x - = 
RE UOR à R. 050 


Dans les formules (5.3.25). substituons aux projections w? et wA 


de la vitesse angulaire w* du système de coordonnées Ené leurs 
représentations par l'intermédiaire des projections v; et v, de la 
vitesse du centre de la plate-forme, données par les égalités (5.3.7), 
et introduisons les nouvelles expressions ainsi obtenues pour w. et 
w,, dans les premiers membres des égalités (5.3.27). Portons dans les 
seconds membres de ces égalités les valeurs de a. et a, données 
par les formules (5.3.26). On obtient finalement les relations 


[(—-7+S) cos f cos v + 


+ 


à (cos & sin y + sin & sin B cos y) + Lsin y = 
1 dv. ° dun : o à ; 
ur | — 7 cos P sin y +—> (cos & cos y —sin a sin $ sin y) + 
+ (i-+) (sin & cos ÿ + cos « sin f sin » |» 
(5.3.28) 


d : à 
Ti +++) cos B sin y + 


UE ° — 1 ap 
+ R (cos a cos y— sin œ sin sin V)+- cos y|= 
LU 


1 rc d& d | : ; 
= +7 [ <$ cos B cos y + (cos & sin y +-sin & sin cos y) + 


+ (i—+) (sin & Sin y —cos a sin B cos »| 
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qui représentent, pour des fonctions du temps données v. ({) et 


Un (t), deux équations différentielles à trois inconnues sous forme 
des fonctions du temps cherchées & (t). B (t) et y (t). La troisième 
équation contenant les mèmes fonctions cherchées découle de la 
troisième relation (5.3.3). Etant donné que dans le schéma de navi- 
gation par inertie considéré aucune force n'est appliquée au boîtier 
du gyroscope II. dans la troisième relation (5.3.3) il convient de 
poser L = 0, comme il a déjà été indiqué précédemment. En portant 
dans le premier membre de cette relation l'expression de la projection 
de la vitesse angulaire w. suivant la troisième formule (5.3.25) et en 
tenant compte encore une fois des égalités (5.3.7), on obtient la 
troisième équation différentielle sous la forme suivante: 


En à Uz . , dx … dY 
FR Sinf—-sinacosf + sinpf+=-= 0. (5-3.29) 


Ainsi, le système d'équations différentielles permettant de détermi- 
ner les fonctions @& (t), B (£) et y (t) comprend deux équations du 
deuxième ordre (5.3.28) et une équation du premier ordre (5.3.29). 
Déterminons les conditions initiales de ces équations. Trois d'entre 
elles sont représentées par les valeurs des angles &, B, y à l'instant 
t = 0. Introduisons pour ces valeurs les désignations suivantes: 


@ (0) = &o,  B (0) = Bo  Y (0) = Yo. (5.3.30) 


Deux autres conditions initiales sont déterminées par les valeurs des 
dérivées par rapport au temps des angles & et B au même instant 
t = 0. Ce sont 


dz / dB ne 
PTE 5 = Xp: dt j=6 — Bo- (5.3.31) 


Ces valeurs sont liées aux valeurs des projections &: (t) et v, (t) 
de la vitesse du centre de la plate-forme à l'instant t — 0 et aux 
paramètres b, et b, figurant dans les formules (5.3.1) qui définissent 
les fonctions F, (t) et F,,(t). En effet. posons dans les formules 
(5.3.3) t = 0. Compte tenu de la condition (5.3.19), on obtient 


1 


1 
R Ds o, (0) 


©, (0) = — + be. (5.3.32) 


Introduisons maintenant dans les premiers membres de ces égalités 
les expressions de w, et w, données par les deux premières formules 
(5.3.25) et tenons compte de nouveau de l'égalité (5.3.7). Puis, 
posons { = 0. Finalement, on obtient, compte tenu des désignations 
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(5.3.30) et (5.3.31), les relations 


(0 . (0 
i ï D -£s by 
+ Sin & Sin Bo COS Yo) + Bo SN Yo = —--, 
l'y (0) : >. (0 (5.3.33) 


; va (0) 
— DDR + @o) cos f, Sin Yo + “7 (COS &o COS Yo — 


— sin &, Sin B, Sin Yo) + Bo COS Yo = 


qui constituent des équations algébriques linéaires permettant de 


rechercher les deux conditions initiales &, et B, qui manquent. 

Bornons-nous à examiner le cas d’une petite perturbation de la 
plate-forme. En conséquence, gardons dans les équations différen- 
tielles (5.3.28) et (5.3.29) les seuls termes de premier ordre par rap- 
port aux variables & (t), B (£), y (t) et à leurs dérivées par rapport au 
temps. On obtient, après quelques transformations assez simples, 
deux équations différentielles du deuxième ordre 


d*a VE v 
TR a tr U- —+)e= 0, 
Ep, Pa d : (5.3.34) 
2 a re 
tr atr(i-r)b=0 
et une équation du premier ordre 
dy la Un 
ET = + FR - (5.3.3) 


Cette dernière équation permet d'éliminer la dérivée de l’angle y 
par rapport au temps entre les deux premières. En outre, en tenant 
compte de ce que 


U* = LÉ + Ur. (5.3.36) 
on obtient le système suivant de deux équations différentielles par 
rapport à deux fonctions inconnues « (t) et B (£): 

2 ; L: Liv 

Ft(r-R)e+ 8-0 
 . LE . (5.3.37) 
mt(r-R)8+ #0. 

Lorsqu'on a trouvé, par intégration des dernières équations, les 


inconnues «& (t) et B (£), la recherche de l'angle y (t) se ramène, con- 
formément à l'équation (5.3.35), à une quadrature simple. 
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Les équations différentielles (5.3.37) sont des équations linéaires 
à coefficients variables. La détermination de la stabilité de la solu- 


tion triviale 
a=f$p—=0 (5.3.38) 


exige donc une étude spéciale. Lorsque le centre de la plate-forme 
est animé d’un mouvement uniforme sur un arc de grand cercle de la 
sphère non tournante S, les projections cv: ({) et v, (t) de sa vitesse 
par rapport à la sphère sont des constantes. Les racines de l’équation 
caractéristique du système d'équations différentielles (5.3.37) sont 


dans ce cas les nombres +i Vj/R, + i Vj R — v°?/R*°. Si 
vEtri=Vir, (5.3.39) 


c'est-à-dire si la vitesse du centre de la plate-forme est très inférieure 
à la première vitesse cosmique (v. $ 2 du chapitre précédent), toutes 
les racines de l’équation caractéristique sont voisines, en module, 
de la pulsation de Schüler 


où g est l'accélération de la pesanteur. 

Dans le cas particulier où le centre de la plate-forme se déplace 
sur l’équateur ou sur un arc de grand cercle de la Terre supposée 
exempte de rotation, l’axe E peut être dirigé suivant la tangente à la 
circonférence correspondante. Alors 


vs = Uv(t), van = 0, ow; = 0. (5.3.41) 


C'est la dernière égalité qui permet en fait le choix d un tel mouve- 
ment du système de coordonnées En comme mouvement non per- 
turbé (remarquons qu'un mouvement analogue le long d’un parallèle 
ne satisfait pas à la condition œ; — 0). Le système d'équations. 
différentielles (5.3.37) se subdivise maintenant en deux équations. 
indépendantes 


(5.3.42) 


La deuxième d’entre elles coïncide en fait avec l'équation (4.2.39) 
obtenue au $ 2 du chapitre précédent. Il faut noter que dans ce cas 
les petites oscillations de la plate-forme autour de l’axe E, suivant 
lequel est dirigé maintenant le vecteur vitesse du centre de la plate- 
forme, sont indépendantes non seulement de ses oscillations dans 
le plan du grand cercle mais aussi du module de sa vitesse. 
Examinons maintenant l'erreur que l’on peut faire, lorsqu'on 
détermine la position d’un mobile sur la sphère S à l’aide du système 
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de navigation par inertie décrit au cours du présent paragraphe. 
Supposons qu une imprécision a été admise dans l'orientation initiale 
de la plate-forme, ainsi que dans l'introduction des paramètres b, 
et b, dans le calculateur. Il en résulte que, dans le cas général, toutes 
les conditions initiales 


a (0) @ B(0)=Bo V(0)= ve = pl = Bo 
(5.3.43) 


ou bien quelques-unes (au moins une) d'entre elles sont différentes 
de zéro. Ce sont précisément ces valeurs non nulles qui déterminent 
dans le cas considéré le mouvement perturbé de la plate-forme. 

Admettons que la centrale à inertie, elle, fonctionne d'une façon 
irréprochable. En particulier, ses calculateurs reçoivent à leurs 
entrées les valeurs courantes vraies des projections w, (t), w, (t), 
©. ({) sur les axes x. y, z de la vitesse angulaire du système de 
<oordonnées zyz, lié à la plate-forme, par rapport à la sphère non 
tournante S$ (ou, ce qui revient au mème, par rapport à un système 
non tournant Er"). Par suite du fonctionnement de la centrale à 
inertie, on connaît. sous forme de paramètres appropriés, la rotation 
finie vraie du système de coordonnées xzyz de sa position initiale 
qu'il occupait à l'instant £ = 0 dans une autre position correspondant 
à un instant é = t.. 

Si toutes les valeurs qui caractérisent les conditions initiales 
(9.3.43) du système d'équations différentielles (5.3.28) et (5.3.29) 
de la centrale à inertie sont nulles, on a à tout instant 


a=$=Yy=0, (5.3.44) 


et le mouvement de la plate-forme s'avère non perturbé. Dans ce 
cas, la rotation finie, indiquée par le système de navigation par 
inertie, permettra en principe de déterminer de façon exacte la posi- 
tion du centre de la plate-forme à l'instant £ = £,, si, bien entendu, 
sa position à l'instant initial { = 0 était connue exactement. Dans le 
<as d'un mouvement perturbé il n’en sera pas ainsi. 

Désignons par Ecnoto la position initiale du système xyz lié à la 
plate-forme, dans son mouvement non perturbé. et par x,ÿozo la 
position réelle de ce système à l'instant { = 0. De même, désignons 
par £n &, la position de ce système à l'instant { = f,, dans le mouve- 
ment non perturbé, et par r,y,z, sa position réelle si le mouvement 
æst perturbé. 

La rotation finie de la position En,oGo dans la position z,ÿ52 
peut se déterminer par les angles d'Euler-Krylov «&,, B,, y, et de la 
position En,&, dans la position z,y,z, par des angles analogues 
%, B1. V1. Désignons ces rotations respectivement par D (0) et 
D (t,), de même que dans le paragraphe précédent où nous avons 
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étudié les questions de caractère analogue. L'orientation prise par la 
plate-forme à l'instant { = f, par suite de son mouvement non per- 
turbé détermine entièrement la position de son centre sur la sphère S 
et sa position par rapport aux points cardinaux. À son tour, la 
recherche de l'orientation de la plate-forme se ramène à la détermi- 
nation de la position du système de coordonnées ë;n.&.. À cet effet, 
il suffit de trouver la rotation finie G s'effectuant de la position 
Enot dans la position ë;n:&,- Or, d'après ce qui précède, le système 
de navigation par inertie ne peut indiquer exactement que la rota- 
tion finie G* effectuée de la position z,ÿ,Z dans la position x;,y,21. 
Le problème de la détermination de l'erreur faite sur la position 
du centre de la plate-forme se réduit ainsi à la recherche de la rota- 
tion finie G. Pour résoudre ce problème, remarquons que le passage 
de la position E,n,&, dans la position z,y,z, peut se faire par deux 
procédés. Premièrement, par le passage de Ecnoio dans zoÿ4o au 
moyen de la rotation finie D (0) sus-mentionnée et ensuite de xr,ÿ,2o 
dans z,ÿ,2, au moyen de la rotation G*. Deuxièmement, d'abord par 
le passage de la position E,n,& dans Ein, au moyen de la rotation 
finie G et ensuite de En, &, dans 7,y,z, au moyen de la rotation D (t,). 
Toutes ces rotations sont illustrées par le schéma suivant 


Le CR 
Soloso > Silliés 


D() | | Dit) (».3.45) 
| | 
ToYoto 7 TiVi 


Comme il a été établi au chap. III, $ 7 du tome Ï, les matrices 
D (&ys Bo: Yo) et D (&;. B1, Y1) correspondant aux rotations finies 
D (0) et D (t,) ont la forme suivante : 


D (&o: Bo: Vo) = € (Yo) B (Bo) À (&o), (5.3.46) 
D (@is Pie V1) = C (M1) LP (B:) À (a). (5.3.47) 


où À (a), B (B) et C (y) sont les matrices des rotations finies les 
plus simples du trièdre abc, s’effectuant des angles &, B et y respecti- 
vement autour des arêtes a. b et c. 

L'équivalence des suites de rotations D (0). G* et G. D (t;) peut 
donc se représenter par l'égalité matricielle 


G*D (@o, Bos Yo) — D (@i, Br: V1) G. (.3.48) 

Ici, par analogie avec ce qui précède, G et G* désignent les matrices 
correspondant à des rotations finies de même nom. 

Compte tenu de ce qui a été établi au mème $ 7, chap. IIL du 


premier tome, il n'est pas difficile d'obtenir. à partir de cette égalité 
matricielle, une expression explicite pour la matrice G. On a 


G = DT (a, Bi, v1) G*D (@o, Bo: Yo) (5.3.49) 
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Ici, D”! (&;, B,, Y.) est la matrice inverse de D (æ;, B;, y), c’est-à- 
dire une matrice telle que 


DT (@;, Bi, V1) D (@i, Bi, M) = E, (5.3.50) 


où E est la matrice unité. 

Il est aisé de s'assurer, en tenant compte des propriétés des 
matrices À (a), B (B), C (y) (v. de nouveau tome I, chap. III, $ 7). 
que 


D" (@i, Bis Ya) = À (—@) B (—B:) C (—Ys) (5.3.51) 
Ainsi, d’après les formules (5.3.46), (5.3.51) et (5.3.49), on a 
G = A (—a@) B (—B:) C (—Y) G*C (vo) B (Bo) À (to). (5.3.52) 


Les calculs concrets que comporte la détermination de la rota- 
tion finie G et la recherche ultérieure de l'erreur de position du centre 
de la plate-forme peuvent être fortement simplifiés si l’on suppose 
petits les angles @,, By, Yo: Gi Br V1 et l’on néglige leurs produits. 

Les raisonnements développés à la fin du présent paragraphe ont 
un caractère tout à fait général. Ils peuvent être utilisés pour le 
calcul des erreurs, si la détermination de la position du centre de 
la plate-forme s'effectue à l’aide de systèmes de navigation par 
inertie réalisés suivant d'autres schémas. 


$ 4. Système de navigation par inertie 
avec plate-forme à rotation forcée 


La plate-forme utilisée dans le système de navigation par inertie 
que nous avons décrit au paragraphe précédent, était stabilisée 
en azimut. Sa vitesse angulaire absolue ne possédait pas de compo- 
sante le long de l’axe vertical, perpendiculaire au plan de la plate- 
forme. Grâce à cette circonstance, les relations qui lient les indica- 
tions des mesureurs d'accélération apparente (accéléromètres) aux 
projections de la vitesse angulaire de la plate-forme sur les directions 
de leurs axes sensibles étaient particulièrement simples, si bien que 
ce système de navigation par inertie était dit le plus simple. 

La stabilisation de la plate-forme en azimut était assurée par le 
gyroscope II (v. fig. 117) dont l’axe du boîtier n'était soumis à 
aucun couple et tournait sans frottement. C'est peut-être pour cette 
raison que le système de navigation par inertie le plus simple. décrit 
au paragraphe précédent, a reçu l'appellation conventionnelle de 
système « libre en azimut », à la différence des systèmes dont la 
plate-forme est, par exemple, orientée suivant les points cardinaux 
ou d'une autre façon quelconque. 


1) 11 est facile de vérifier que la matrice D-! (œ;, B,. 1) est égale à la 
matrice transposée tD (@1, PB. Ya). 
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Le schéma de navigation par inertie qui sera examiné au cours 
du présent paragraphe ne diffère du schéma le plus simple précédent 
que par une rotation continue forcée dont est animée la plate-forme 
stabilisée en azimut. Une telle rotation s'avère utile pour réduire 
considérablement les erreurs du système à inertie, dues à un fonction- 
nement imparfait de ses éléments, ainsi qu'aux déséquilibres et au 
frottement dans les éléments sensibles. Il va sans dire que le disposi- 
tif calculateur du système s’en trouve plus compliqué. Il n’y a pas 
longtemps, on considérait encore que la réalisation d'un système 
de navigation par inertie, exempt d'erreurs de principe (méthodi- 
ques), était en général impossible si ce système n'utilisait que les indi- 
cations de deux accéléromètres ou leurs intégrales, et sa plate-forme 
n'élait pas stabilisée en azimut. 

Pour réaliser la rotation continue sus-mentionnée de la plate- 
forme stabilisée en azimut, il est nécessaire d'appliquer à l'axe de 
précession du gyroscope IT (fig. 117) un moment donné non nul L (t). 
Les projections w,, w,, w, de la vitesse angulaire de ia plate- forme 
sur les axes x, yet z du système de coordonnées xyz qui lui est lié 
s'expriment maintenant, suivant les formules (5.3.3), par 


M: M, L — 
TH? Oy = -Hr : Dr — Fr: (.4.1) 


W, = — 
Maintenant, la projection w. n’est plus nulle et l'intégration du 
système d'équations différentielles (5.1.6) devient un peu plus diffi- 
cile à réaliser. 

Dans le cas où le moment mentionné L et, par conséquent, la 
projection w, de la vitesse angulaire de la plate-forme sont diffé- 
rents de zéro, les moments M, et 17, ne peuvent plus être élabores 
suivant les mêmes lois que précédemment, c'est-à-dire conformé- 
ment aux formules (5.3.1) et (5.3.2). Sinon, la stabilisation de la 
plate-forme à l'horizontale sera troublée. Comme il sera montre 
plus loin, les moments Z, et 17, doivent dans ce cas se définir par la 
solution du système suivant de deux équations intégrales : 


L t 
M,=k | ax (t) dt — = | ML (t) dt Lkb,, 

0 0 D 

, (5.4.2) 
M,=k\a,(o dt+ 5 | AnL(at+xe,. 

0 0 


Ici, a, (t) et a, (t) sont les indications des accéléromètres dont les 
axes sensibles sont orientés parallèlement aux axes respectifs x et y 
du système de coordonnées zyz rigidement lié à la plate-forme, et 1es 
constantes #, b, et b, sont choisies de telle sorte que le plan xy 
puisse rester horizontal lors du mouvement arbitraire de l’origine du 
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système zyz (du centre de la plate-forme) sur la sphère terrestre. Îl se 
trouve que la constante # figurant dans les équations (5.4.2) doit 
être liée à la valeur du moment cinétique propre À” et au rayon À 
de la Terre par la relation 


1. (5.4.3) 


qui est tout à fait analogue à la condition (5.3.19) du paragraphe 
précédent. À leur tour. comme au paragraphe précédent, les constan- 
tes b, et b, doivent vérifier les égalités 


b,=v,(0), db, = v, (0), (5.4.4) 


où cv; (0) et v, (0) sont les valeurs des projections, sur les axes x 
et y. de la vitesse « absolue » (c’est-à-dire, rapportée à la sphère non 
tournante S, concentrique à la sphère terrestre) du centre) de la 
plate-forme à l'instant initial { — 0. Ces égalités se sont déjà ren- 
contrées lors de l’étude du système avec plate-forme libre en azimut. 
Montrons que les moments W, et M, qui représentent la solution 
du système d'équations intégrales (5.4.2) assurent effectivement la 
stabilisation de la plate- forme dans le plan de l'horizon. 
Considérons le cas où la plate-forme est animée d'un mouvement 
pendant lequel l’origine du système de coordonnées xyz (c'est-à-dire, 
le centre de la plate-forme) se déplace sur la sphère terrestre, et le 
plan xy est tangent à cette sphère. Dans un tel mouvement. les 
projections v, et v, de la vitesse de l'origine des coordonnées par 
rapport à la sphère non tournante S de rayon À, entourant la Terre, 


sont liées aux projections w, et w, de la vitesse angulaire & du systè- 
me zyz par les mêmes relations (5.3.7), à un changement des désigna- 
tions près, que dans le paragraphe précédent (v. aussi chap. [, $ 2 
du présent livre), à savoir 


Ur = Roy  vy = —ROx. (5.4.5) 


Ceci étant, on a, bien entendu, v. — 0. A leur tour, les projections 
de l'accélération de l’origine des coordonnées sur les axes x et y 
s'expriment par les formules 

w = _o,, w, on. (».4.6) 

* dt dt dis 

Ici, w- est la projection, non nulle dans le cas général, de la vitesse 
angulaire du système de coordonnées zyz sur l'axe : ou, ce qui revient 
au même, sur le prolongement du rayon de la sphère terrestre, mené 
par le centre de la plate-forme stabilisée. Dans ce cas, la donnée 
des variables &,, ©,, w. (ou, si l'on veut, de v,, v,, w.) en tant 
que fonctions du temps détermine entièrement le mouvement de la 
plate-forme sur la sphère S (si sa position initiale est connue). Com- 


8 4] SYSTÈME AVEC PLATE-FORME À ROTATION FORCÉE 303. 


me le plan xy est horizontal ou, plus exactement, perpendiculaire. 
à la verticale géocentrique, c'est-à-dire au rayon de la Terre, les 
projections j. et j, de l’accélération de la gravitation sur les axes x 
et y sont nulles. I] s'ensuit que les projections a, et a, de l’accéléra- 
tion apparente sont dans ce cas égales aux projections w, et w,. 
de l’accélération vraie. Ainsi, on a 


dr duy e 
x = —OUys y = FO. (5.4.7). 


Les projections de l'accélération apparente étant mesurées par les 
accéléromètres, on doit les considérer. lors de la résolution du proble- 
me de navigation par inertie, elles, ou dans certains cas. leurs intégra- 
les, c'est-à-dire les projections de la vitesse apparente: 


t Î 
Ÿ. (4) = | a,(t)dt, V,(t)= \ a, (t)dt, (5.4.8) 
0 0 


comme fonctions du temps données. Les égalités (5.4.7) peuvent donc 
être considérées comme un système de deux équations différentielles. 
par rapport aux variables cherchées v, (f) et v, (t). dans lesquelles. 
les fonctions «, ({), a, (t) et w. (t) sont données. En effectuant sur: 
ces équations l'opération de compression (v. chap I], $ 1 du présent 
livre), on obtient une seule équation différentielle du premier ordre. 


d s k ne = 
TE (LC. + iv,) io, (4) (v.-+év,) = a,(t) + ia, (t) (5.4.9). 
par rapport à la fonction du temps à valeurs complexes &, — ir, 
La solution de cette équation est de la forme 
{ 
V,+iv, = (ur +ivr,) ei (DL e-ix() À et (0 [a,(t)—+ia, (t)]dt. (5.4.10): 
0 
Ici, 
ve = Ux (0). cv}, = v, (0) (5.4.11): 


sont les valeurs des projections v, (£) et v, (t) de la vitesse du centre: 
de la plate-forme sur les axes x et y à l'instant initial t = 0, et 


4 (t) = \o. (t) dt (5.4.12). 


DT e 


est la fonction du temps, qui doit être considérée comme connue. 

Connaissant maintenant les valeurs courantes des fonctions. 
vx (t) et vw, (t), on peut trouver, à l'aide des égalités (5.4.5). les: 
projections w. (t) et w, (t) de la vitesse angulaire de la plate-forme. 
sur les mêmes axes x et y. Puis, en utilisant les deux premières for- 
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mules (5.4.1), il n'est pas difficile de déterminer les valeurs des mo- 
ments M, = M, (t) et M, = M, (t) qu'il faut appliquer au premier 
gyroscope de la plate-forme pour qu’elle reste au cours de son mouve- 
ment dans le plan de l'horizon local. 

Remarquons que pour rechercher les inconnues v, et v, à partir 
des fonctions connues a. ({), a, (t), w, (t), on peut résoudre, au lieu 
des équations différentielles (5.4.7). les équations intégrales 


a; (t) dt =v,—v,; (0) — | v,o,(t) dt, 
(5.4.13) 


a, (t)dt=v, —v, (0) + \v,o, (+) dt 


One, C3 ve 


Ste, St 


Ces dernières s’obtiennent par l'intégration des premiers et des 
seconds membres des équations (5.4.7) par rapport au temps, dans les 


Fig. 123 


limites de zéro à l'instant courant t{. ExXprimons dans ces équations 
intégrales les fonctions v, et v, par w, et w,, conformément aux 
égalités (5.4.9). et puis exprimons &x, @y et W; par l'intermédiaire 
des moments W,, .,et L suivant les formules (5.4.1). Tenons com- 
pte ensuite des relations (5.4.3) et (5.4.4). Nous obtiendrons finale- 
ment les équations intégrales (5.4.2) indiquées plus haut. Dans ces 
équations, les fonctions du temps, c'est-à-dire les moments M, et 
M, sont des inconnues, alors que les intégrales des valeurs courantes 
des projections a. (4), a, (4) de l” accélération apparente et le moment 
L (t) qui produit la composante verticale w, (t) de la vitesse angu- 
laire de la plate-forme sont des fonctions du temps { connues ou don- 
nées. La fig. 123 montre un organigramme possible du calculateur 
qui permet d'obtenir les valeurs courantes des moments M, et M, 
satisfaisant au système d'équations intégrales (5.4.2). 
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Signalons avant de clore ce paragraphe que la solution (5.4.10) 
de l'équation différentielle (5.4.9). obtenue par intégration par 
parties. peut être représentée sous Ja forme 


{ 
= (ve (0) + iv (0)lexp1—iz (8114 À [as (#)+ ia, (4)] dt — 
U 


t 


t 
— exp [ —ix D) iv. (t)expl{iz GA [a,(t) <ia,, (t)] at} dt. (5.4.14) 
0 0 


Ici, les projections cherchées v, et v, de la vitesse « absolue » du 
centre de la plale-forme sont exprimées par les intégrales par rapport 
au temps des projections a, et a, des accélérations apparentes, ce 
qui est dans certains cas préférable. 

Ainsi, on voit qu'en plus de la solution exposée précédemment, 
il existe une autre solution du problème de navigation par inertie 
sur la sphère terrestre, avec une valeur donnée non nulle de la pro- 
jection w. de la vitesse angulaire de la plate-forme sur la normale à 
cette dernière. 

En faisant usage des formules (5.4.1) et (5.4.5) et en posant dans 
l'égalité (5.4.12) w. ({) == const, on obtient, en particulier, les 
formules suivantes pour les moments cherchés W, et À, : 


t 
Mi= kŸ., ({) — ko, [VF (t) sin w,(t —T) —V, (t) cos w, (t—t)] dr + 
0 
+ À [v, (0) cos w,t + v, (0) sin ot]. 
(5.4.15) 
M,;=R%kV, (+) — ko, | [ (t) cos @, (£ — +) + 


0 
LV, (t)sinw,(t—+t)]dr—k{v, (0) sin w.t— rc, (0) cos w.t]. 


Ici, V, (t)et ÿ, (t) sont les fonctions définies par les formules (5.4.8). 


$ 5. Systèmes de navigation par inertie 
du type à gyrocompas 


Le paragraphe actuel examine deux schémas de navigation par 
inertie qui diffèrent par la composition de leurs éléments sensibles, 
mais qui en même temps, sont assez proches l'un de l’autre tant par 
le caractère de ‘eur comportement que par la description mathémati- 
que. D'après la disposition des gyroscopes et des accéléromètres sur 
la plate-forme stabilisée, le premier d’entre eux ne diffère que très 
peu du schéma de navigation par inertie le plus simple, décrit au $ 3 
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du présent chapitre. La particularité consiste en ce que la vitesse 
angulaire de rotation propre d'un de ses gyroscopes est variable. 
Dans le deuxième schéma. on utilise un compas gyroscopique spatial 
(v. plus haut chap. II, $ 6). Son élément sensible, la gyrosphère, est 
complété dans ce cas par un accéléromètre. 

Nous allons restreindre l'analyse des deux systèmes de navigation 
par inertie, correspondant à ces schémas. à l'établissement des 
conditions de leur fonctionnement dit idéal, caractérisé, en particulier, 
par ce que la normale à la plate-forme et le diamètre vertical de 
la gyrosphère passent constamment par le centre de la Terre, quel 
que soit le déplacement du mobile sur la sphère terrestre. 

Les questions concernant la stabilité et les petites oscillations 
de la plate-forme stabilisée et de la gyrosphère autour de leur mouve- 
ment non perturbé, lors du fonctionnement parfait des systèmes, n'y 
sont pas étudiées parce qu'elles sont analogues aux mêmes questions 
que nous avons examinées au $ 3 du présent chapitre relativement au 
schéma de navigation par inertie le plus simple. 

Passons à l'examen du premier des schémas mentionnés au début 
de ce paragraphe. Il ne diffère du schéma de navigation par inertie 
le plus simple, décrit au $ 3 du présent chapitre (v. fig. 117), que 
sur les points suivants. Le moment 1/, appliqué au boîtier du gy- 
roscope I est absent ; le moment .Z, qui s'exerce sur l'anneau de car- 
dan extérieur du même gyroscope I reste sans modifications et 
s'exprime comme précédemment par la formule (5.3.2): la vitesse 
angulaire et, par conséquent. le moment cinétique propre A” du 
gvroscope II varient proportionnellement à la valeur courante de la 
fonction F, (t) définie par la première des formules (5.3.1). Enfin, 
le moment Z appliqué au boîtier du gyroscope IL (auparavant de 
valeur nulle) devient maintenant proportionnel à l'indication cou- 
rante a, de celui des accéléromètres dont l'axe sensible est dirigé 
suivant l'axe y (v. fig. 117 et 118). D après les deux premières for- 
mules (5.3.3) établies au $ 3 du présent chapitre (v. aussi fig. 118), 
on a maintenant 


M, — 
Ô,= — +0, (5.5.1) 
= ne 6.32 


où F, (t) est la fonction définie par la première des égalités (5.3.1). 

D'après ce qui vient d'être exposé. dans la dernière formule 
(5.3.3) du même paragraphe (v. aussi fig. 119) il convient mainte- 
nant de poser 


L = la, (t) (5.5.3) 
et 
H" =RF, (t), (5.5.4) 
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où Z et À sont des facteurs constants dont la valeur sera déterminée 
plus loin. Finalement, on obtient 


lay (t) = = 
DO, — He Fe (t) e (2.9.5) 


Montrons que les facteurs £. !, h et la constante b, intervenant 
dans l'expression de la fonction F, ({) peuvent être choisis de telle 
sorte que le système de coordonnées zyz effectue le mouvement idéal 


Fig. 124 


mentionné plus haut. c'est-à-dire un mouvement au cours duquel 
Je plan de coordonnées xy soit constamment tangent à la sphere S 
et l'axe z passe par le centre de cette sphère. 

Introduisons un trièdre naturel de Darboux z°y°2° (v. chap. II, 
$ 4 du présent tome) dont le sommet se déplace sur la sphère S en se 
confondant constamment avec le centre de la plate-forme (fig. 124), 
et le plan x°y° est tangent à cette sphère. Supposons qu’à tout ins- 


tant, son arête x° est dirigée le long du vecteur vitesse v du sommet 
et donc est tangente à la courbe sphérique décrile par ce sommet. 
Les projections de la vitesse du sommet du trièdre z2°y°2° sur ses 
arêtes (v. le même paragraphe du chap. II) sont données par les 
égalités évidentes 

vw=v(t), v,jo=0, v:o—0, (5.5.6) 


et les projections de la vitesse angulaire du trièdre sur ses arêtes, par 
les formules 


Oo = 0, Oo = _ , Go = © (£), (5.5.7) 
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où & (f) est, comme précédemment, la composante de la vitesse 
angulaire w° du trièdre, le long de l’arète z° dirigée perpendiculaire- 
ment à la surface de la sphère S (v. fig. 124). 

En faisant usage de ce qui a été établisaux paragraphes mentionnés 
(v. chap. II, $$ 4 et 6 de ce tome), indiquons encore les formules 
pour les projections w,e, w, et we de l'accélération u du sommet 
du trièdre naturel de Darboux sur ses arêtes xz°, y° et 2°. Ce sont 


=. 2 r* 


du = 
TT) U',,0 = WU, 0 — TR - (5.2.8) 

Comme il a déjà été indiqué au chap. II, $ 6 du présent livre, si 
l’on connaît la trajectoire de mouvement du centre de la plate-forme 
(et donc du sommet du trièdre) sur la sphère S et la loi du mouvement 


x0 —= 


sur cette sphère, on peut déterminer les fonctions v (t) et © (£) et par 
là même, d’après les formules (5.5.7), les projections de la vitesse 


angulaire w° sur les arêtes du trièdre. Remarquons encore qu'on 
a l'égalité 


o(t="0, (5.5.9) 
Pe 
où p, est la valeur courante du rayon de courbure géodésique de la 
courbe sphérique. On entend par ce dernier le rayon de courbure 
d'une courbe plane, obtenue par projection orthogonale de la courbe 
sphérique sur un plan tangent à la sphère S. Le point de tangence est 
représenté dans ce cas par la position courante du centre de la plate- 
forme et le rayon de courbure p, est déterminé pour le point de la 
courbe plane, qui se confond avec le point de tangence. Remarquons 


également que si les deux fonctions v (t) et w (t) sont données. on 
peut trouver une courbe sphérique sur laquelle se déplace le centre 
de la plate-forme, cette courbe n'étant déterminée qu’à son déplace- 
ment arbitraire, en tant que corps solide, sur la sphère près, c'est-à- 
dire sans tenir compte de la flexion et de la torsion supplémentaires. 

Recherchons maintenant les conditions à réaliser pour que le 
mouvement du système de coordonnées zyz lié à la plate-forme stabi- 
lisée soit exactement le même que celui du trièdre naturel de Darboux 
æy°22. Il est évident qu’à l'instant initial t — 0, les axes x, y, : 
et les arêtes z°, y°, z° doivent se confondre respectivement et qu'à 
des instants suivants, le vecteur vitesse angulaire w du système 


zyz doit être égal au vecteur vitesse angulaire w° du trièdre z°y°2°, 
c’est-à-dire que les égalités 


D, = D, O, =, O, = Oo (5.5.10) 


doivent ètre vérifiées identiquement. En vertu de l'égalité (5.5.1) 
et d'une des expressions (5.5.7). la première de ces égalités est tou- 
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jours vraie. Quant à la deuxième et à la troisième égalité (5.5.10), 
elles se ramènent. compte tenu des formules (5.5.2), (5.5.5) et de 
deux autres expressions (5.5.7), à la forme 


kFx(t) __v( 3 5 
HT R (5.5.11) 
et 


Ces relations doivent être satisfaites identiquement, quelles que 


soient les fonctions & ({) et w (f) correspondant au mouvement ar- 
bitraire du centre de la plate-forme sur la sphère S. Cherchons les 
conditions dans lesquelles ceci a lieu. Lorsque les axes x, y, z sont 
confondus avec les arêtes 1°, y°, 2°, les projections de l'accélération w 
du centre de la plate-forme sur les axes x, y, z ont, suivant les for- 


mules (5.5.8), pour valeurs respectives 
a v? == : 
Ly= OV, OU = —T. (5.5.13) 


De plus, les projections j, et j, de l’accélération de la gravitation 
terrestre sur les axes x et y sont nulles, parce que l'accélération j 
elle-même est dirigée vers le centre de la Terre. c'est-à-dire, dans le 
cas considéré, le long de la partie négative de l'arète :°. D'après ce 
qui a été établi au chap. IV, $ 1 du présent livre, on peut, en utilisant 
les formules (5.5.13), obtenir pour les indications a, et a, des accélé- 
romètres dont les axes sensibles sont dirigés le long des axes x et y, 
les expressions suivantes: 


LS 


dr | " 
Ay=Wy—)jy =. (5.5.14) 


dt? 


ax = VWy —]x—= 


En portant la valeur de a. dans l'expression (5.3.1) obtenue au $ 3 
du présent chapitre pour la fonction F, (ft), on a 


t 
F,.(t)= | ak(t)dt+b,=v(t)}—v (0) +b,, (5.5.15) 
fl 
où v (0) est la valeur de la vitesse de déplacement du centre de la 
plate-forme sur la sphère S, à l’instant initial t = O. 


Le choix de la constante b, dans le calculateur qui élabore les 
valeurs courantes de la fonction F, (t) étant libre, posons 


b, = v (0). (5.5.16) 

11 en résulte que la fonction F, (t) devient numériquement égale à 
la vitesse v (£) du centre de la plate-forme, c’est-à-dire que 

F,(t) = v (+). (9.9.17) 
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La relation (5.5.11) prend maintenant la forme suivante : 


kv(D) __ v(t) 
TOR (5.5.18) 


Elle se transforme en identité si le facteur k est choisi égal à 


=. (5.5.19) 


Notons que la dernière égalité coïncide avec la condition (5.3.19) 
établie au $ 3 du présent chapitre. 

Introduisons dans la relation (5.5.12) les expressions des fonctions 
a, (t) et F, (t) tirées respectivement de la deuxième formule (5.5.14) 
et de l’égalité (5.5.17). Elle prend la forme suivante: 


lo (tr (t) : 
he Ne (5.5.20) 
Cette relation se transforme à son tour en identité si les facteurs! 
et À sont égaux. au signe près, l’un à l’autre, c'est-à-dire si 


==} (5.5.21) 


Ainsi, toutes les conditions nécessaires pour que les égalités (5.5.10) 
se transforment en identités sont remplies. Par conséquent, le syste- 
me de coordonnées zyz lié à la plate-forme doit être animé d'un 
mouvement tel que son axe z passe invariablement par le centre de 
la sphère S et son axe z est dirigé le long du vecteur vitesse de l’ori- 
gine de ce système. Les projections de la vitesse angulaire du système 
de coordonnées zyz sur ses propres axes, c'est-à-dire les fonctions 
&x (t). &, (t) et w- (£) sont maintenant entièrement déterminées par 
l'intermédiaire des valeurs de a, (f) et a, (f) mesurées à bord du mo- 
bile. À savoir, en vertu des égalités (5.5.10), (5.5.7), (5.5.12), (5.5.21) 
et (5.9.17), on a 
[a a = = 
w(=0. w,(t)= 7, 0 =. (5.5.22) 
Pour pouvoir former la fonction w, ({), on doit prévoir dans le sché- 
ma du système de navigation par inertie que nous considérons, la 
possibilité de réaliser de façon continue l'opération de division de la 
valeur courante de a, (t) de l'accéléromètre dont l'axe sensible est 
dirigé suivant l'axe y, par la valeur courante de v (ft) de la vitesse du 
centre de la plate-forme par rapport à la sphère non tournante S. 
Connaissant les fonctions w, (t), w, (t), w- (t). on peut résoudre, 
par rapport aux fonctions cherchées À (t), @ (t) et x (t), le système 
d'équations différentielles (5.1.3) établi au $ 1 du présent chapitre 
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et qui prend maintenant la forme suivante: 


dŒ | dà ANT 
— 7 COS 4 — U+—) cos q Sin x = 0, 


d di *(t = 
—<+ sin «+ (0 ++) COS COS x — 22, (5.5.23) 


dx ; dÀ : ___ ay(t) 
TL. U +7) SIN Œ — TE 


En résolvant ces équations par rapport aux dérivées dÀ/dt, dœ/dt 
et dx/dt, on obtient un système modifié suivant : 


de __ u(t) . 

UE — R SIN %, 

dà __ v(t)cos x 2 r9 
dt _ Rcos® U, CEE 
dk — v'(t) cos z te q— ay (4) 

dt R uv (1) 


La première et la troisième de ces équations ne font pas intervenir 
la fonction cherchée À (t) et peuvent donc s'intégrer indépendamment 
de la deuxième équation. La recherche ultérieure de la fonction À (#), 
c'est-à-dire de la longitude courante du centre de la plate-forme 
stabilisée à bord du mobile, se ramène, suivant la deuxième des 
équations (5.5.24), à une simple quadrature. 

Il a été indiqué au début de ce paragraphe, quels devaient être 
les moments 17, et Â/, exercés sur l'anneau extérieur et le boîtier 
du gyroscope I, et le moment L appliqué au boîtier du gyroscope I. 
pour que Île système de navigation par inertie fonctionne de façon 
parfaite (coïncidence des axes du système de coordonnées xyz lié à la 
plate-forme avec les arêtes du trièdre naturel de Darboux zx°y°2°). 
En partant des égalités (5.5.1), (5.9.2) et (5.5.3) et en tenant compte 
de la deuxième formule (5.5.14), ainsi que de la relation (5.5.17). on 
peut conclure que les moments énumérés ci-dessus doivent être 
produits conformément aux égalites 


M =kF,. (D =kc(), M=0, L=la,= lo (t)v(t). 
(5.5.25) 


En outre, proposons-nous de déterminer la valeur du moment À 
appliqué à l'anneau de cardan extérieur du gyroscope II. La precession 
qu'il provoque doit amener continuellement l’axe de rotation propre 
du rotor de ce gyroscope dans une position où il se trouve parallèle 
à la plate-forme, c'est-à-dire au plan xy. Par conséquent, la projec- 
tion de la vitesse angulaire du boîtier du gyroscope IT sur l’axe x 
doit ètre égale à la projection sur le même axe de la vitesse angulaire 
de la plate-forme qui suit le boîtier du gyroscope 1. D'après les 


342 NAVIGATION PAR INERTIE SUR LA SPHÈRE TERRESTRE  [CH. V 


égalités (5.5.1) la dernière projection est nulle, tandis que la premiere 
projection est liée à la valeur du moment Æ, conformément aux lois 
du mouvement de précession du gyroscope II (v. fig. 119), par l’éga- 
lité 


Ho, = XX. (5.5.26) 


De ce qui précède, on pourrait conclure que dans le cas d'une 
réalisation parfaite des éléments du système de navigation par 
inertie et de son fonctionnement idéal, le dispositif servant à pro- 
duire le moment X peut être éliminé. Néanmoins, pour amener 
l'axe de rotation propre du gyroscope II dans une position parallèle 
au plan zy, il faut tout de même qu'un tel dispositif soit prévu. On 
peut, en particulier, exiger que le moment À soit régi par une loi 
suivante : 


K = —cB. (5.5.27) 


Ici, Best l’angle inclus entre l'axe de rotation propre du gyroscope II 
et la perpendiculaire au plan de son anneau extérieur ; cest un facteur 
de proportionnalité qui doit avoir une valeur suffisamment grande 
pour qu’on puisse réaliser, sans compromettre la stabilité du système 
gyroscopique, une correction dite forte qui rend négligeable la va- 
leur de l’angle $ 

Passons maintenant à l'examen du deuxième schéma de naviga- 
tion par inertie qui a été mentionné au début de ce paragraphe. 
Remarquons tout d’abord que la vitesse angulaire de la plate-forme 
stabilisée du système de navigation par inertie que nous venons de 
décrire (en cas de son fonctionnement idéal) possède, d'après les 
formules (5.5.7) et les égalités (5.5.10), les projections suivantes sur 
les axes du système de coordonnées xyz lié à la plate-forme : 


O, = 0, ©, — , WW = x (£). (5.5.28) 


Or, les mêmes formules (2.6.24) ont été obtenues plus haut, au 
chap. II, $ 6, pour les projections de la vitesse angulaire de l’élément 
sensible, plus exactement, de la gyrosphère d’un compas gyroscopique 
spatial, sur les axes du système de coordonnées zyz qui lui est lié, 
si les conditions initiales appropriées du mouvement de la gyrosphère 
sont réalisées. Dans ce cas, l’axe y du système de coordonnées men- 
tionné est dirigé suivant le vecteur moment cinétique total À des 
deux gyroscopes identiques de l’élément sensible (v. fig. 77), et 
l'axe z, parallèle aux axes des boîtiers des gyroscopes, passe par le 
centre de la gyrosphère, étant orienté vers le haut. D’après ce qui a 
été établi au même paragraphe, le moment cinétique total A des 
gyroscopes s'exprime par la formule 


H=2Bcose, (5.5.29) 
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où € est la moitié de l’angle dit de décalage des gyroscopes et B le 
moment cinétique propre de chacun des gyroscopes pris séparément 
(v. fig. 79). 

Les conditions initiales sus-mentionnées du mouvement de Ia 
wyrosphère se résument comme suit. À l'instant initial { — 0, les 
axes z, y et z doivent se confondre avec les axes du trièdre naturel 
de Darboux zx°y°2°, c'est-à-dire que l'axe x doit être dirigé suivant 
le vecteur vitesse & du centre de la gyrosphère, par rapport à la sphère 
non tournante $, et la partie négative de l'axe z doit passer par le 
centre de la Terre. De plus, au même instant initial { —0, les gyrosco- 
pes doivent être décalés, l’un par rapport à l’autre, d’un angle 2e(0} 
tel que la quantité e(0) = €, soit une racine de l'équation trigono- 
métrique 


2B cos e, — mlv (0). (5.5.30) 


dans laquelle v (0) est la valeur de la vitesse du centre de la gyro- 
sphère à l'instant t — 0. On suppose, bien entendu, que 2B > 
> MlUmax- 

Lorsque les conditions initiales énumérées sont remplies, la valeur 
courante de l’angle e(t) est liée à la valeur courante de la vitesse 
v(t) par l'égalité 


2B cos € (t) = mir (1), (5.5.31) 


quel que soit le mouvement ultérieur de la gyrosphère sur la surface 
terrestre. Ceci étant, les axes x et z du système de coordonnées lié à 
la gyrosphère seront respectivement dirigés suivant le vecteur vites- 


se vet le prolongement du rayon de la Terre. Ainsi. en mesurant dans 
ce cas, de façon continue, l’angle €, on peut connaître la valeur 
courante de la vitesse v du centre de la gyrosphère dans son mouve- 
ment par rapport à la sphère non tournante $S. Par conséquent. en 
vertu des formules (5.5.28), on détermine, en plus de la projection «w. 
égale à zéro, la projection w,, de la vitesse angulaire du système de 
coordonnées zyz par rapport à la sphère S ou, ce qui revient au 
même, par rapport au système de coordonnées non tournant En‘£. 

Ce qui vient d’être exposé montre qu'il y a une analogie parfaite 
entre les équations du mouvement de l'élément sensible du compas 
gyroscopique spatial et celles de la plate-forme stabilisée du srstème 
de navigation décrit au début de présent paragraphe. En effet, dans 
le cas où les conditions initiales sus-indiquées sont réalisées, le systèe- 
me de coordonnées xyz lié à la gyrosphère se meut exactement de la 
même façon que le système de coordonnées de même nom lié à la 
plate-forme stabilisée, si sont remplies à leur tour les conditions 
nécessaires énumérées plus haut. En outre, le moment cinétique 
propre À” du gyroscope II porté par la plate-forme stabilisée varie, 
comme le montrent la relation (5.5.4) et l'égalité (5.5.17), suivant 
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la loi 
H" =RhF,{(t) = hu(t), (5.5.32) 


c'est-à-dire proportionnellement à la valeur courante de la vitesse 
demouvement du centre de la suspension sur la sphère S. Il en est 
exactement de même pour la valeur du moment cinétique propre de 
la gyrosphère, qui varie, en vertu des égalités (5.5.29) et (5.5.31). 
lui aussi. proportionnellement à vw (é). soit 


H = mir (t). (5.5.33) 


Comme nous l'avons indiqué à de nombreuses occasions, la ré- 
solution du problème de navigation par inertie exige que l'on con- 
naisse les valeurs courantes des 
trois fonctions du temps «w,(t), 
w,(t) et w.(t). Or, l'élément sen- 
sible utilisé dans le compas gyrosco- 
pique spatial ne permet pas, à lui 
seul, de déterminer la fonction 
w.(t). Pour remédier à ce défaut, 
on peut procéder de même que 
dans le premier schéma de naviga- 
tion décrit plus haut, au cours de ce 
paragraphe. Plaçons sur la plate- 
forme qui suit le mouvement angu- 
laire de la gyrosphère un accéléro- 
mètre. en dirigeant son axe sensible 
suivant l'axe y. Cet accéléromètre 
peut encore être incorporé dans la 
gyrosphère elle-même (fig. 125) 

Fig. 125 Dans ce dernier cas, on doit, bien 

entendu, prendre des mesures pour 

éviter un déséquilibre de la gyrosphère, dû au déplacement du 
poids à l'intérieur de l'accélérometre. 

Supposons que toutes les conditions initiales nécessaires sont 
réalisées et que le mouvement de la gyrosphère, avec le système de 
coordonnées xzyz qui lui est lié, est exactement le même que celui 
du trièdre naturel de Darboux z°y°:. Dans un tel mouvement de la 
gyrosphère, l'axe z est constamment dirigé suivant le prolongement 
du rayon de la Terre, et la projection de l’accélération de la gravita- 


tion terrestre j sur l'axe y est nulle. Par suite, d'après la deuxième 
formule (5.5.14). l’indication de l’accéléromètre aura pour valeur 


ay = Gb. (5.5.34) 
D'autre part, la relation (5.5.31) donne 
v(e) = I O (5.5.35) 
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En faisant disparaître la vitesse dans les deux dernières égalités 


et en tenant compte de ce que w,(t) = o(t). on obtient la formule 
suivante pour la projection de la vilesse angulaire du système de 
coordonnées zyz sur l'axe vertical: 


mia, (c) 


@z (1) = 2B cos e (t) ” 


(5.5.36) 

Pour pouvoir déterminer réellement les fonctions w(t) et w.(t), 
dans ce deuxième schéma de navigation par inertie, il faut prévoir 
en plus de l’élément sensible du compas grroscopique spatial et de 
l'accéléromètre, encore un calculateur destiné à calculer les valeurs 
des seconds membres des formules (5.5.35), (5.5.36), à partir des 
valeurs courantes connues de a, (t) et e(t). 

Maintenant, toutes les trois fonctions du temps ow,(t). w,(t). 
&,(t) sont connues à l’aide des formules (5.5.28). (5.5.35) et (5.5.36). 
Ceci étant acquis. la résolution du problème de navigation par 
inertie se réduit à l’intégration du système d'équations différentielles 
(5.1.3) établies au $ 1 du présent chapitre. [l n'y a pas de difficulté 
à montrer que dans ce cas ce système se ramène à une forme analogue 


à (5.5.24). soit 


dŒ 2Bcose(t) . 

dt Rml ne 

dà __ 2Bcose(t) - = = = 
A0 Antcam O Ds (2.5.37) 
dr _ 2Bcose(t) . mla,, (t) 

dt — Rml FOSRE QE 2Bcose(t) ° 


$ 6. Schémas de navigation par inertie 
sans accéléromètres 


Associé à d’autres appareils gyroscopiques, le compas gyroscopi- 
que spatial (v. plus haut chap. I1, $ 6) peut en principe servir de base 
pour la construction des schémas de navigation par inertie qui n'uti- 
lisent aucun accéléromètre en tant qu'élément sensible indépendant. 
Tout se passe comme si son rôle était confié à l'élément sensible de ce 
compas, c’est-à-dire à la gyrosphère. Le centre de gravité de cette 
dernière étant situé au-dessous de son centre géométrique, la propriété 
« pendulaire » de la gyrosphère, qui en résulte, la rend sensible non 
seulement à la force de gravitation mais également à tout déplace- 
ment non uniforme de son centre sur la surface terrestre. Dans un tel 
cas, il est commode de rapporter le mouvement de la gyrosphère au 
système de coordonnées en translation E*n*£*, dont l'origine est au 
centre de la gyrosphère. et d'introduire les forces d'inertie d Euler 
correspondantes (v. chap. I, $ { du présent livre). L'« action » des 
forces d'inertie d’'Euler proyuque un changement d'orientation de la 
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gyrosphère, ainsi qu'une variation de l'angle 2e que font entre eux 
ses gyroscopes. Si le mouvement est stationnaire (v. chap. II, $ 6 
du présent livre), le diametre vertical de la gyrosphère suit constam- 
ment la direction du rayon de la Terre. Dans ces conditions, la valeur 
de l'angle & permet de juger, à l’aide, par exemple, de la formule 
(5.5.31) du paragraphe précédent, de la valeur de la vitesse « abso- 
lue » v du point de suspension de la gyrosphère, c’est-à-dire de sa 
vitesse par rapport à la sphère non tournante S. Signalons aussi que 
lors du mouvement stationnaire de la gyrosphère, son diamètre 
Ouest-Est est dirigé suivant le vecteur vitesse « absolue », et que la 
projection de la vilesse angulaire de la gyrosphère sur ce diamètre 
est nulle. 

Nous avons déjà examiné au paragraphe précédent un des sché- 
mas de navigation par inertie qui utilisait la gyrosphère d’un com- 
pas gyroscopique spatial. Au cours du présent paragraphe, seront 
analysés encore deux schémas qui utilisent également la gyrosphère 
d’un compas gyroscopique spatial, comme un de leurs éléments 
sensibles. Dans l’un d'eux, le gyrocompas fonctionne en association 
avec un gyroscope de direction ou gyroazimut et dans l’autre, avec 
deux tachy mètres gyroscopiques. Dans le dernier cas, le gyrocompas 
peut également être ordinaire. « apériodique », c'est-à-dire non 
spatial, vu que la connaissance de la valeur de la vitesse « absolue » 
v n'est pas exigée dans ce cas. Le plan équatorial de l'élément sen- 
sible du compas apériodique n'étant pas situé, avec une précision 
suffisante, dans le plan horizontal, il devient nécessaire de prévoir 
dans ce schéma un gyrohorizon indépendant. 

Pour les deux schémas, de même que pour les schémas du para- 
graphe précédent, nous n examinons ici que les conditions de leur 
fonctionnement idéal. 

Ainsi, considérons d'abord le schéma de navigation par inertie 
qui fait appel à un compas gyroscopique spatial et à un gyroscope 
de direction. L'élément sensible du gyroazimut ne diffère pas du 
gyroscope II utilisé dans le système à inertie qui a été examiné au 
$ 3 du présent chapitre (v. fig. 117). Les paliers dans lesquels tourne 
l'axe de son anneau de cardan extérieur sont montés sur une plate- 
forme spéciale. Cette dernière est stabilisée à l’aide des systèmes 
d'asservissement, de manière à être constamment parallèle à l’équa- 
teur de la gyrosphère ou, ce qui revient au même, au plan zy du systè- 
me de coordonnées zyz lié à la gyrosphère. Aïnsi, l'axe de l'anneau 
extérieur du gyroazimut est maintenu en permanence dans une posi- 
tion où il est parallèle à l’axe z, c'est-à-dire au diamètre vertical 
de la gyrosphère. Cet axe est soumis à l'action du moment À dont 
l'intensité et la direction sont réglées de telle sorte que le vecteur 
moment cinétique propre H” du gyroazimut soit constamment paral- 
lèle à la plate-forme stabilisée (on assure ainsi une correction dite 
forte). Aucune force extérieure (sauf les réactions normales dans les 
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paliers de l’axe du boîtier) n'est appliquée au sous-ensemble méca- 
nique « boîtier — rotor » du gyroscope de direction; le centre de 
gravité commun au rotor et au boîtier est situé sur l’axe de ce dernier. 

Ainsi, la somme Z des moments, par rapport à l’axe du boîtier. 
de toutes les forces agissant sur le sous-ensemble mécanique « boi- 
tier — rotor » est nulle et, d’après la formule (5.3.3) du $ 3 du pré- 
sent chapitre, on a 


DO = ——7 = 0. (5.6.1) 


Ici, w: est la projection. sur l’axe z, de la vitesse angulaire de l’an- 
neau extérieur du gyroazimut. Elle n'est pas égale à la projection 


' 


Fig. 126 


©, sur le même axe de la vitesse angulaire de la plate-forme, parce 
que dans ce cas la plate-forme suit la gyrosphère et non le gyroazi- 
mut, comme c'était dans le paragraphe sus-mentionné. 

Désignons par & l’angle formé par l’axe du boîtier du gyroazimut 
avec l'axe x lié à la gyrosphère (fig. 126). Admettons que & > 0, si 
la gyrosphère est tournée en sens inverse des aiguilles d'une montre 
par rapport au gyroazimut, à partir de la position dans laquelle 
a = 0. Il est évident que 


o, = +. (5.6.2) 


Compte tenu de l'évalité (5.6.1), on a 


: . 
0, = +. (5.6.3) 
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L'angle &« pouvant être mesuré directement. on peut obtenir à l'aide 
de calculateurs les valeurs courantes de sa dérivée, laquelle se pré- 
sente alors sous forme d'une fonction du temps. Toutes les trois fonc- 
tions w,(£), w,(t) et w.(t) deviennent donc connues. Pour la résolu- 
tion ultérieure du problème de navigation par inertie. il convient 
de recourir de nouveau aux équations différentielles (5.1.3) du $ 1 
du présent chapitre, en y posant 

Oz = 0, ©, = + , = .. (5.6.4) 
Après quelques transformations simples, tout à fait analogues à cel- 
les effectuées sur les équations (5.5.23), on obtient le système suivant 
d'équations différentielles : 


dp ut) 

dE RO" 

d} __v(t)cos x ” 

A Rowg 0: G:95) 
dr du u (t) k 

da TR CSxig9. 


L'intégration de ces équations achève la résolution du problème 
de navigation par inertie, c'est-à-dire la détermination des coordon- 
nées cherchées À et @ du mobile sur la sphère terrestre et de l’azimut 
z de la plate-forme stabilisée, relativement au schéma considéré. 
Dans ce cas, l'angle x est égal, au signe près, à l'erreur de route ÿ 
du compas gyroscopique (v. de nouveau chap. Ï1, $ 6 du présent 
livre) et représente un angle formé entre la direction Est et l'axe x 
lié à l'élément sensible (ou, ce qui revient au même, entre l'axe y. 
c'est-à-dire le gyronord, et la direction Nord). 

Passons maintenant au dernier des schémas de navigation par 
inertie. Ses éléments sensibles sont représentés par un gyrocompas 
et deux tachymètres gyroscopiques. Ces derniers sont placés sur une 
plate-forme qui est stabilisée dans le plan horizontal et suit Île 
mouvement angulaire de la gyrosphère en azimut. 

Associons à la plate-forme un système de coordonnées r7yz, en 
dirigeant son axe z verticalement vers le haut et son axe y parallele- 
ment au diamètre Nord-Sud de la gyrosphère. c'est-à-dire suivant 
Ja direction du « gyronord ». Son axe x sera alors parallèle à la vi- 
tesse « absolue » v du centre de la gyrosphère, lorsque le mobile se 
déplace sur la sphère terrestre. Ainsi, les axes x, y et z deviennent 
confondus aux arêtes zx°. y° et z° du trièdre naturel de Darboux 
introduit au chap. II, $$ 4 et 6 du présent tome (v. aussi le paragra- 
phe précédent). En vertu des propriétés de ce triéedre, la projection w. 
de la vitesse angulaire du système de coordonnées zyz, sur l’axe x 
parallèle au vecteur v est nulle. Les deux autres projections, w, 
et w,, sont mesurées dans ce schéma de navigation par inertie à l’aide 
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de tachymètres gyroscopiques. Les axes des boîtiers des tachymètres: 
gyroscopiques peuvent être orientés parallèlement aux axes y et =, 
tandis que les axes de leurs rotors peuvent être parallèles à l'axe zx, 
lorsque les ressorts reliant les boîtiers à la plate-forme stabilisée: 
ne sont pas contraints. D’après ce qui a été établi au chap. II. ${1 
du présent livre, le premier tachymètre gyroscopique pourra mesurer 
dans ce cas (si les raideurs des ressorts sont suffisamment grandes) la 
projection de la vitesse angulaire de la plate-forme stabilisée sur 
l'axe z, et le deuxième tachvmètre, la projection de la même vitesse 
sur l’axe y. C’est ainsi que se trouvent connues toutes les trois pro- 
jections de Ja vitesse angulaire de la plate-forme, stabilisée dans le: 
plan de l'horizon local, sur les axes du système de coordonnées zyz. 
qui lui est lié. Après cela, il ne reste qu'à intégrer le système d’équa- 
tions différentielles du problème principal de navigation par inertie, 
sous la forme (5.1.7), par exemple. Compte tenu de ce que la fonction 
w,(t) est identiquement nulle, on obtient les équations 


+= wo, (t) cos x sec p, 

d ; ï 
= — w,, (t) sin x, (5.6.6): 
— | (t) cos x te 

7 = 70: (t)+o, (t) cos xtg 


dans lesquelles x est comme précédemment un angle que l'axe x fait. 
avec la direction Est. A son tour. l'angle 1 est lié à la longitude À 
du lieu par la relation (5.1.5) indiquée au $ 1 du présent chapitre. 

La deuxième et la troisième des équations du système (5.6.6) ne 
contiennent pas la fonction cherchée (t) et peuvent donc s'intégrer 
indépendamment de la première. Après cela. la recherche de la 
fonction 1#(f) se ramène à une simple quadrature. Malheureusement, 
les deux dernières équations du système (5.6.6) ne se présentent pas 
sous forme de deux équations indépendantes et doivent donc s’inté- 
erer ensemble. 

Remarquons avant de clore ce paragraphe. que la première 
tentative de construire un schéma parmettant une détermination 
rigoureuse des coordonnées d’un mobile à partir des seules indications 
des appareils gyroscopiques (gyrocompas. gyrohorizon et tachymètres 
gyroscopiques) a été entreprise, à ce qu'il paraît. à la fin des années 
quarante par Ch. Fox !). Cependant, ses calculs théoriques se sont 
avérés inexacts par suite d'une erreur de principe qu il avait com- 
mise. ]l n'a pas tenu compte de la vitesse angulaire, par rapport au 
système de coordonnées géographique local. du trièdre qui suit le 
mouvement en azimut du compas apériodique (avec les désignations 


1) Fox Ch. « The mechanical determination of position and velocity on 
the Earth’s surface ».— Proc. Cambridge Philos. Soc., 1949, april, vol. 45, No. 2. 
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adoptées dans le présent paragraphe, du trièdre naturel de Darboux 
2°y°29) 1). Ceci correspond à l’omission de la dérivée de l’angle 
par rapport au temps dans le système d'équations (5.1.3) et, par 
conséquent, dans les équations (5.1.7) et (5.6.6). 


REMARQUES SUR LES CHAPITRES IV ET V 


L'instabilité de fonctionnement d'un système de navigation par inertie 
dans l'espace peut être mise en évidence sur l’exemple le plus simple. Envisa- 
geons un mobile qui se déplace en translation le long de l’axe des abscisses d’un 
système de coordonnées non tournant Enë ayant son origine au centre de la 
Terre, suivant la loi E — E (t). Il n’est pas difficile d’établir l’équation diffé- 
renticlle d'£/dt* + jR*/£ — a:(t) dont l'intégration permet de trouver la 
fonction = ({) qui se détermine en principe à partir des seules indications couran- 
tes a:(1) d'un accéléromètre se trouvant à bord du mobile. Dans cette équation, 
j est l'accélération de la gravitation et À le rayon de la Terre. Si les conditions 
initiales du mouvement du mobile sont introduites dans le dispositif intégrateur 
d’une façon imprécise, la fonction £ (1) sera déterminée avec une erreur à (t). 
Cette dernière satisfait à l'équation d*ô/dt® — jR (28 :- 6) G'E° (E : 6)? = 0. 

Supposons que le mobile soit « suspendu » au-dessus du pôle de la Terre 
à une distance 2 — À — const de son centre. Dans ce cas, l'équation différen- 
tielle lincarisée, pour la détermination de l'erreur 6 devient d°6/dt® — 2v°6 — 0 
(v° = j/R) dont l'une des solutions particulières croît selon une loi exponentielle, 
en doublant sa valeur toutes les dix minutes. Ainsi, la détermination de l’alti- 
tude d'un mobile à l'aide du seul système à inertie représente un problème 
incorrect et, donc, une navigation de longue durée dans l'espace, par des moyens 
uniquement inertiels, est irréalisable. 


1) Par suite de l'erreur commise, Ch. Fox obtient pour la latitude l'unique 
équation différentielle 


e 1 2: 2 
À = C5 (7? # M3 cotg- A)", 


où sont conservées les désignations adoptées par l'auteur dans l’article cite: 
2 est la latitude du lieu où se trouve le navire; C le moment d'inertie polaire 
du rotor du gyroscope utilisé comme tachymetre gyroscopique: s la vitesse 
angulaire de rotation propre du gyroscope (dans le schéma de Fox, de tels gyro- 
scopes sont au nombre de deux, leurs moments cinétiques propres sont situés 
dans un plan horizontal): 4/, et ./, sont les moments appliqués aux axes des 
suspensions de ces gyroscopes (respectivement. à la verticale et au gyronord). 
Ensuite, il donne pour les moments 4/, et 47, les formules 


M, =— (Qa cos À —u) sec: M, — = (Qa cos À—w) tg À 


dans lesquelles a est le rayon de la sphère terrestre: Q sa vitesse angulaire; 
w la composante ouest de la vitesse du navire par rapport à la Terre: & la dévia- 
tion de vitesse (crreur de route) du gvrocompas. 

[a seconde de ces formules n’est pas correcte. Son second membre ne fait 


pas intervenir le terme Csax qui change radicalement le sens de l'étude. Pour 
la même raison, sont incorrectes la relation 


M; M; 
tg À — 17, sec ÆT—% Un 


et quelques autres formules 
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CHAPITRE VI 


PROBLÈMES DE CINÉMATIQUE 
DE LA NAVIGATION PAR INERTIE 


$ 1. Paramètres de Rodrigues-Hamilton 
dans la théorie de la navigation par inertie 


Dans le chapitre précédent, la position et l'orientation en azimut 
d'une plate-forme à inertie, installée à bord d’un mobile et stabilisée 
dans le plan de l'horizon local étaient déterminées, par rapport au 
système de coordonnées de Greenwich En£. par trois angles : À, et x. 
L'axe n du système Enë était dirigé suivant l'axe de rotation de la 
Terre et l'axe & se trouvait dans le plan du méridien de Greenwich. 
Il est d’ailleurs apparu que la position de la plate-forme mentionnée 
pouvait se déterminer plus commodément à l’aide de trois angles , 
œ, x par rapport à un système de coordonnées non tournant E’n°C’ 
avec lequel le système de Greenwich se confond à l'instant t — 0. 
Les angles À et 4 s’exprimaient dans ce cas l'un par l'intermédiaire de 
l’autre à l’aide de la formule (5.1.5). La plate-forme et le système de 
coordonnées zyz qui lui est lié, étaient stabilisés de telle façon que 
la perpendiculaire au plan de la plate-forme, confondue avec l'axe z, 
passait constamment par le centre de la Terre, supposée sphérique, 
quel que fût le mouvement dont était animé le mobile. Il a égale- 
ment été montré que les angles, —@ et —%x étaient les angles d’Euler 
Krylov (v. $ 1 du chapitre précédent) qui déterminent l'orientation 
du système de coordonnées zyz par rapport au système non tournant 
Etn°i. La recherche de ces angles se ramenait à l'intégration du 
système d'équations différentielles (5.1.6). Le but du paragraphe 
actuel et des paragraphes suivants du présent chapitre est d'intro- 
duire, au lieu des angles 1, œ et +, divers systèmes de paramètres de 
Rodrigues-Hamilton et d'établir pour ces paramètres les équations 
différentielles correspondantes de la navigation par inertie À). 

Introduisons de nouveau un trièdre abc et faisons coïncider ses 
arêtes a, b, c respectivement avec les axes du système de coordon- 
nées E‘n°£& (v. fig. 115). De même qu'au $ 1 du chapitre précédent, 
faisons tourner ce trièdre de l'angle Ÿ autour de l'arête b, qui se 
confond au début avec l’axe n°, en sens inverse des aiguilles d’une 


1) Comme il a été observé à la fin du $ 1 du chapitre précédent, l'intro- 
duction de ces paramètres s'avère utile dans plusieurs cas et notamment pour 
l'étude de la navigation aux hautes latitudes (v. $ 5 du présent chapitre). 
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montre, si la rotation est observée du côté de la partie positive de cet 
axe (fig. 127). Apres une telle rotation, le trièdre prend une position 
EG dans laquelle l'axe n, est confondu avec l'axe n° de la Terre, 
et l’axe E, est parallèle à l'axe Æ (c'est-à-dire à la direction Est) 
du système de coordonnées géographique local £VZ. D'après ce qui 
a été établi au chap. II, $ 3 (tome I), le quaternion g correspondant 
à la rotation décrite, s'exprime par la formule 
g= cos À + jsin À. (6.1.1) 
Effectuons une rotation suivante du trièdre abc de l’angle —œ 
autour de l'arête a qui coïncide maintenant avec l'axe E, (v. fig. 115 


771 


Zz 


Ci 


G1,E,8 
Fig. 127 Fig. 128 


et 128). Notons qu'à une valeur positive de l'angle q@ correspond une 
rotation du trièdre dans le sens des aiguilles d'une montre si la 
rotation est observée du côté de la partie positive de l’axe E, parallèle 
à l'axe Æ. La nouvelle orientation du trièdre abc coïncide avec l'orien- 
tation du système géographique local ENZ. Le quaternion p caracté- 
risant la deuxième rotation du trièdre abc est de la forme 


p=cos-—àisin L. (6.1.2) 

D'après ce qui a été établi au chap. II, $ 3 du tome I, le produit 
des quaternions q et p que nous venons d'obtenir, correspond à la 
rotation finie du trièdre abc, s'effectuant de la position E’n°£ di- 
rectement (à un mouvement de translation, par suite duquel son 
sommet se trouve sur la surface de la sphère terrestre, près) dans la 
position ENZ. On a 


g © p=cos + cos À — j cos À sin LS 
+ j sin À cos? + ksin + sin : (6.1.3) 


FR 
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La troisième rotation, c'est-à-dire la dernière, du trièdre abc 
sera effectuée de l’angle + autour de l’arête c qui coïncide mainte- 
nant. après les deux rotations précédentes, avec l’axe Z (fig. 129). 
Finalement, le trièdre prendra la position du système de coordonnées 
zyz. Lorsque les valeurs de l'angle *x sont positives, les rotations 
autour de l’arête c doivent se faire dans le sens des aiguilles d’une 
montre si on les observe du côté de 
la partie positive de l’axe z dont 
l'orientation est celle de l’axe Z. Le 
quaternion r de cette rotation a pour 
expression 


r = COS +—ksin +. (6.1.4) 


Il est évident que la formule 
l=gOp)Or (6.1.5) 
permet de calculer le quaternion 
l=l,+il + jls + kls (6.1.6) 


Conformément à ce qui a été établi 
au chap. II, $ 3 du tome I, ce dernier 
Fig. 129 caractérise la rotation du trièdre abc, 

par suite de laquelle il passe de la 

position E‘n°£* directement dans la position du système de coordon- 
nées zyz (toujours à une translation de ses arêtes près). En utilisant 
les règles de multiplication des quaternions, on obtient les formules 


lo = cos + cos + cos + +sin + sin . sin 
L, = — cos + sin + cos +— sin Ÿ cos + sin+, 

ü L . j ” 6.1.7 
L, = sin + cos + cos &— cos + sin + sin +; 
[4 = sin + sin & cos + — cos À cos + sin +. 


Ici, /, est la partie réelle et Z,, L. et !, sont les parties imaginaires 
du quaternion (6.1.6), qui sont liées par la relation 


B+E+E+E=1. (6.1.8) 


Les quantités L,, L,, L, et L, sont dans ce cas les paramètres de 
Rodrigues-Hamilton qui permettent de déterminer la position du 
système de coordonnées xzyz par rapport au système non tournant 
En°£ (au chap. IT, $ 3 du tome I, ils étaient désignés par d’autres 
lettres). À ce qu'il paraît, le procédé utilisé ici pour obtenir les 
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formules (6.1.7) qui expriment les paramètres de Rodrigues-Hamil- 
ton par l'intermédiaire des angles d’Euler-Krylov, est un des plus 
simples 1). 

Dans le $ 3 déjà mentionné du chap. II, tome I, nous avons égale- 
ment indiqué la table (2.3.3) des cosinus des angles inclus entre les 
axes des systèmes de coordonnées dont la disposition relative est 
donnée par l'intermédiaire des paramètres de Rodrigues-Hamilton. 
Remplaçons dans cette table les désignations des paramètres p,, P1, 
Por P3 de par Lo. Li, lo, la et celles des axes z,, y,. 24 
par E*, n‘, &‘. Il vient la table 


E n° < 
zx a” D oc’ 

_ (6.1.9) 
y a” b” c 
z a” b” c 


dans laquelle les cosinus des angles que font entre eux les axes des 
systèmes de coordonnées xyz et E‘n°£ s'expriment par les formules 
suivantes 


a =2E+2—1, b=2(LL+DL), ce =2(lils— lol), 
2H), b=2E+UE 1, c=2(Ll,+ Lol, 
a"—2{(lil;+lo), 0"=2(bl;—lolsy), ce =26+26—-1. 
(6.1.10) 


Pour exprimer les coefficients figurant dans la table (6.1.9) par 
les angles +, @, x, il convient d'introduire les expressions (6.1.7) 
dans les formules (6.1.10) et d'effectuer des transformations assez 
simples et pas trop encombrantes. La table cherchée est de la forme 


ÈS n° ai 
z sSinwŸ sin ç sin x + —Cos q sin X Cos 4 Sin Ÿ Sin x — 
+ cos + cos x —Sin Ÿ COS X 
y —sinwŸ sin p cos x + COS @ COS X —Cos w sin  Cos 4 — 
+ COS 1 Sin % — Sin Ÿ sin % 
z Sin Ÿ Cos sin COS Ÿ Cos q. 


(6.1.11) 


1) Dans l’article de V. Xochliakov « Sur l'application des paramètres de 
Rodrigues-Hamilton et de Cayley-Klein dans la “théorie appliquée des gyrosco- 
pes » (Kowsaros B. H. «O0 npmiesenux napamerpos Ponpnra-launasroma 
x Keïrm-KxeitHa B npuKkiajxoï TeOpux rapockorioB » — [IMM, r. 29. Ben. 4, 
1965 (en russe)), les mêmes formules sont obtenues sans avoir recours à l’ algèbre 
des quaternions. 
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La table (6.1.11) peut évidemment s'obtenir par une voie plus 
simple, si on utilise, par exemple, l’écriture symbolique des rota- 
tions finies, comme ceci a été proposé au chap. III, $ 5 du tome I, 
et la multiplication des matrices (v. tome I. chap. III, $ 7). Le 
passage du trièdre abc, effectué de la position E‘n°&° dans la position 
zyz (v. fig. 115, 127 et 128) par suite de trois rotations finies succes- 
sives décrites plus haut, se caractérise dans ce cas par le schéma 
suivant : 


> 


: f. î &, E = 
En ES Ent, LS ENZ Te 2yz. (6.1.12) 


Rappelons maintenant la notation matricielle des rotations fi 
nies, introduite au chap. III, $ 7 du tome I. A la première rotation 
finie correspond la matrice B (1), à la deuxième, la matrice A(—o) 
et à la troisième, la matrice C (—%x). Suivant les formules (3.7.15), 
(3.7.14) et (3.7.16) du mème paragraphe, ces matrices !) sont, dans 
ce cas, de la forme 


E On 
E, [cos O0 —sinvy| 
B(f)=m| 0 1 0 ; 


&lsind O0 cos 
E M Ci 
E || 0 0 
A(—q)=#NII0 cosp —sinw 
Z ||O sing cosy 
E \ Z 


| (6.1.13) 


x{lcosx —sinx O0! 
C(—)=y\sinx cosx 0 
2: 0 0 Î 


D'après ce qui a été établi au chap. III, $ 7 du tome Ï, le produit 
des matrices B (4), À (—), C (—%x), soit 


détermine la matrice de rotation finie du trièdre abc de la position 
En‘ directement dans la position xzyz (à une translation près). En 
multipliant à gauche la matrice B (1) par la matrice A(—w), on 


1) Pour plus de commodité, dans l'écriture des matrices B (1), A(—oœ}) 
et C (—%x), ainsi que des matrices qui seront données plus loin, on indique les 
positions de départ et d’arrivée du trièdre abc qu’il prend par suite d’une rota- 
tion finie correspondante. 


$ 1] PARAMÊTRES DE RODRIGUES-HAMILTON 329 


obtient 
E° n° C° 
E cos 0 — sin Ÿ 
A(—œp)B(t)—=N|—sinpsing cos® —cospsinp|. F(6.1.15} 
Z || sinpcosæ sing  cospcos 
Enfin, multiplions les matrices C (—x) et 4 (—) B (+) dans l'ordre 
prescrit par la formule (6.1.14). Il vient la matrice 


ë n c 
z|| sinysinçsinx+ —CoSpsinx  Ccosisin sin x — 
+ cos 1 cos x — Sin 1 COS x 
L=y| —sin sin cos x + COS @ COS x — COS 1} Sin @ COS x — 
+ cos Ÿ sin x — sin sin x 
Z Sin 1 COS sin COS 1} cos 


(6.1.16) 


dont les éléments sont, comme il fallait s’y attendre, exactement 
les mêmes que ceux de la table (6.1.11) des cosinus des angles inclus 
entre les axes des systèmes de coordonnées ryz et E°n°£:. 

D'après la terminologie adoptée au chap. III, $ 5 du tome I, 
le passage du trièdre abc, s'effectuant de la position E‘n°&° dans la 
position xzyz, est un déplacement angulaire de deuxième espèce. Par 
suite, un procédé encore plus simple permettant d’obtenir la table 
(6.1.11) consiste à remplacer dans la table (3.5.11) du tome I, 
chap. III, $ 5 les lettres &., P, et Y: par —@p, et —%x, ainsi que 
les désignations des axes des coordonnées x, y, z par E*, n°, &’, et 
Ëe EE Ce par T, y, Z. 

Le système d’équations (5.1.6) du problème de navigation par 
inertie d'un mobile sur la sphère terrestre, obtenu au $ 1 du chapitre 
précédent, est non linéaire par rapport aux fonctions du temps cher- 
chées + (4), p (£) et x (4). L'intégration de ce système et l’étude des 
propriétés générales de la solution du problème présentent des diffi- 
cultés tant au point de vue analytique (du fait que cos ç s’annule 
pour @ = —+:x/2, c'est-à-dire aux pôles géographiques de la Terre} 
qu'à celui de calcul. On sait !) que dans les équations (5.1.6) on 
peut passer à de nouvelles variables cherchées, à savoir aux para- 
mètres de Rodrigues-Hamilton /,, L,, L., l4. Les nouvelles équa- 
tions qui en résultent sont linéaires par rapport à ces paramètres, 
ce qui facilite grandement l'étude analytique et l'intégration des 
équations sur calculateurs électroniques. 

Une transformation directe des équations (5.1.6), à l'aide des 
formules (6.1.7), en des équations par rapport aux variables L,, L,, 


1) Voir note au bas de la p. 280. 
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1, et l,, liées entre elles par une relation supplémentaire (6.1.8), exige 
des calculs très longs. Il y a donc intérêt à établir les équations cher- 
chées par une voie indépendante, en se reportant aux théorèmes 
les plus simples de la géométrie analytique et de la cinématique. 

Prenons dans le système de coordonnées mobile xzyz (lié à la 
plate-forme stabilisée) un point quelconque de coordonnées fixes 
z, y. = et faisons coïncider les origines du système zyz et du système 
non tournant E‘n°£”, en supposant par la suite que les deux origines 
sont immobiles. Il n'est pas difficile de voir que les coordonnées 
E*, n°, &’ du même point dans le système En‘ £° s'expriment par les 
formules 


Et = az + ay + a”z, 
n° = b'z + by + b”z, (6.1.17) 
Es = cz + c'y + c’z, 

où a’, a”, ...,c”, c” sont les mêmes quantités que dans les formu- 


les (6. 1.10). 


Les dérivées, par rapport au temps, des coordonnées E*, n°, &’ 
représentent les projections de la vitesse du point mentionné sur les 
axes du système E‘n‘£. Compte tenu de ce que les coordonnées x, y 
et z figurant dans les formules (6.1.17) sont des quantités constantes, 
on a les égalités suivantes: 


d£* _ da” da” da” 

dE at ti ge UT ge 

dus db db db 
CONS RE RE (6.1.18) 
ds 5 

dr — + T + TL 


Utilisons de nouveau la table (6.1.9), cette fois pour calculer les 
projections de la vitesse du point introduit plus haut, sur les axes du 
système de coordonnées mobile xyz. Compte tenu des égalités (6.1.18), 
on obtient, en particulier, 


De dE ed, ed 
Pere ere 


+ (a +0 + ct ns z. (6.119) 


On sait que les coefficients figurant dans la table (6.1.9) sont liés 
par les égalités du type 


(a'}? + (b'} + (c} =1, aa” + bb +c'c —=0  (6.1.20) 
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et en conséquence, par les relations de la forme 


a — Le bp Se + c’ = (0, 


(6.1.21) 


’ de n da” mn db", ,n dc 
b + = (ego 2). 


Compte tenu de ces relations, il n'est pas difficile de mettre l’ex- 
pression (6.1.19) donnant la projection V, de la vitesse du point 
introduit plus haut, sur l’axe x sous Îla forme suivante : 


, ’ dc” . 
ar TE 4 }:— 


n da” md" . , dc’ , 
— (ar +e Ste" D) y. (6.1.2) 


V,=(a © + b 


D'une manière analogue, on obtient encore deux formules pour les 
deux autres projections de la vitesse du point qui ne change pas sa 
position dans le système de coordonnées mobile zyz. On a 


a” = n db° nr dc’ » da” » db” sde À 
= (ee Ge GE) 2 (ot Gb er Ge) 5 
(6.1.23) 
, _ 


fe + te ju (a $ 


Il est naturel que les formules (6.1.22) et (6.1.23) présentent la 
propriété de permutation circulaire. À savoir, chacune d'elles se 
déduit de la précédente par permutation circulaire simultanée sur les 
lettres a’, a”, a”; b’, b”, b"; c', c”, c”; x, y, 2. 

Comme il fallait s’y attendre, la structure des expressions (6.1.22) 
et (6.1.23) coïncide avec celle des formules d'Euler 


Vx = Oyz — &:ÿy, 
V, = ©,7 — 0,2, (6.1.24) 


V, —_ O+y a OyT; 


connues en cinématique du corps solide, pour les projections des 
vitesses des points d’un corps solide animé d'un mouvement autour 
d’un point fixe (les vitesses sont projetées sur les axes du système 
de coordonnées zyz avant son origine au point fixe, et rigidement lié 
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au corps). Il s'ensuit que les quantités 


m dŒ” . :w d” Er, !- 
RETe 6e tea 
___,9 da” Pt db" , dc” = 
@,—a Ar 0 TE © TIR (6.1.25) 


n da’ » db’ n dc’ 
MG or PP gr 0 
sont les projections, sur les axes x, y, z, de la vitesse angulaire du 
système de coordonnées mobile xyz, par rapport au système non 
tournant E‘n°£&'. Ceci signifie que les égalités (6.1.25) peuvent être 
considérées comme formules exprimant les projections de la vitesse 
angulaire &,, w,, w. par l'intermédiaire des cosinus des angles 
inclus entre les axes de ces systèmes et par leurs dérivées par rapport 
au temps. 

Si l’on introduit dans les égalités (6.1.25) les cosinus des angles 
inclus entre les axes des systèmes xyz et £'n°£’, dont les valeurs sont 
données par la table (6.1.11), on obtient évidemment, toutes réduc- 
tions effectuées, les équations (5.1.6) par rapport aux fonctions 
inconnues 4 (t),  (£) et x (t). Pour obtenir, à leur tour, des équa- 
tions qui font intervenir comme fonctions inconnues les paramètres 
de Rodrigues-Hamilton /, (t), L, (t), L. (t), L, (t), portons dans les 
mêmes égalités (6.1.25) les expressions des coefficients de la table 
(6.1.9), compte tenu des formules (6.1.10). On a, en particulier, 
dc” 
dt 

d dl d 
= 4 (lil3+ lol) (4 Le + lb — Lo — le) < 
d a 
+8 (Ela— lola) (lo + le LE) + 


+2(2H+28—1)(L +++ LÉ). (6.1.26) 


__ » da” m db” w 
DE Gr RP pe 


En utilisant la relation (6.1.8), on obtient, après réduction des ter- 
mes semblables, la formule 


di, 


= 2 (LD 12 


‘dt 


dl dla = 
1,5 + 1, Se). (6.1.27) 


On établit de manière analogue les deux autres formules, soit 


dl: 
= (hate dent) 
s 00 0h: Le) Fe 
0 Sd 1 dt |‘? dt J: 
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Associées à la relation (6.1.8), les égalités (6.1.27) et (6.1.28) 
forment un système de trois équations différentielles non linéaires 
et d'une équation algébrique, lequel permet de déterminer les quatre 
fonctions du temps inconnues /,(t), L,(t), L,(t) et L.(t) vérifiant 
les conditions initiales convenablement choisies. Or, la non-linéarité 
de ce système n'est qu'apparente. Les équations différentielles 
(6.1.27) et (6.1.28) peuvent être résolues facilement par rapport aux 
dérivées des fonctions sus-mentionnées, ce qui permet d'obtenir 
des équations différentielles linéaires à coefficients variables. A cet 
effet. multiplions d’abord les deux membres de la première équation 
par ., ceux de la deuxième par /, et ceux de la troisième par /.. 
Additionnons membre à membre les trois équations ainsi obtenues. 
Compte tenu de la relation (6.1.8), on a, après réduction des termes 
semblables, 


1, + ol + @l3 = 
=2[1 (4 S+LSE+ SE) (4118 |. (61.29) 
Suivant la même relation (6.1.18), on a 
Lt R te ii, Le (61.30) 
et par conséquent, 
2 = — (ol, +ol, +o:ls). (6.1.31) 


Multiplions maintenant les premiers et les seconds membres des 
équations (6.1.27) et (6.1.28) respectivement par l,, —l; et L, 
après quoi additionnons de nouveau membre à membre les équations 
ainsi obtenues. Finalement, compte tenu de la relation (6.1.8), on 
obtient une nouvelle égalité 


2 Dow, —0,l3+ 0: (6.1.32) 


En opérant de même, il n'est pas difficile d'obtenir encore deux 
relations 


2 FE = = @, lo —@,l; + ol. 


. (6.1.33) 


dt 

Les égalités (6.1. 31), (6.1.32) et (6.1.33) peuvent être considérées 
comme un système de quatre équations différentielles linéaires à 
coefficients variables ©, (t), w, (£), w: (t), par rapport à quatre 


fonctions cherchées [,(t), L,(£), L.(£), Lt). Il est aisé de s'assurer que 
la relation (6.1.8) est dans ce cas une conséquence d’une des intégra- 


— O9 — Dxlo + ORATE 
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les premières de ce système, à savoir 
+++ I = const. (6.1.34) 


Les valeurs courantes des variables Op (£), w, (£), w. (t) interve- 
nant dans le système d'équations (6.1.31) à (6.1.33) sont élaborées par 
un système de navigation par inertie. Certains de ces systèmes ont 
été décrits au chapitre précédent. Les conditions initiales pour les 
variables cherchées /,, L,, l, et l, sont faciles à déterminer au’moyen 
des formules (6.1. 1), si l’on connaît la position initiale de la plate- 
forme stabilisée, c'est-à-dire les valeurs des angles 1, @ et x à l’ins- 
tant initial { — 0. L'intégration du système mentionné d'équations 
différentielles à l’aide d’un calculateur rapide (ou d’un calculateur 
électronique) permet de connaître à tout instant les valeurs des 
paramètres de Rodrigues-Hamilton L,, L,, l,. l,. Puis, en se servant 
d'un autre calculateur (ou du même calculateur électronique), on 
peut, en utilisant de nouveau les formules (6.1.7), déterminer les 
valeurs courantes des angles #, q et x et donc résoudre le problème 
de navigation par inertie. 

Pour conclure, montrons comment l'introduction de certaines 
fonctions complexes d'une variable réelle, du temps t, permet de 
réduire l'écriture de quelques équations et expressions qui se ren- 
contrent dans le présent paragraphe. Introduisons les fonctions 
complexes suivantes 


fhi=l+il, fe = lo + ils (6.1.35) 


qui sont directement liées aux paramètres classiques de Cayley- 
Klein dans la théorie des rotations finies du corps solide ?). Multi- 
plions maintenant les deux membres de la première équation diffé- 


rentielle (6.1.33) par i = Y —1Â et additionnons membre à membre 
l'équation (6.1.32) au résultat obtenu. Après avoir utilisé les formu- 
les (6.1.35). on obtient une seule équation 


df ; | 
2 TER — 02} + (0x + i@y) fa (6.1.36) 


à deux fonctions complexes j, et f, que nous appellerons par la suite 
les paramètres de Cayley-Klein. Si l’on effectue les opérations 
analogues sur la deuxième équation (6.1.33) et sur l'équation (6.1.31), 
on obtiendra une autre équation différentielle 


9 Le — i0,f2 — (0x — ioy) f; (6.1.37) 


Ca] 


par rapport aux mêmes paramètres cherchés f, et f.. 


1) A savoir, & = fr, B — ifas V = ifos Ô = fr, où &, B, y et Ô sont les 
paramètres classiques de Cayles Klein. 
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Le système de deux équations différentielles (6.1.36) et (6.1.37} 
par rapport aux paramètres de Cayley-Klein f, et jf, est équivalent 
au système de quatre équations (6.1.31) à (6.1.33) contenant comme 
fonctions inconnues les paramètres de Rodrigues-Hamilton !,, L,, 
l:, l3. Les paramètres de Cayley-Klein peuvent être introduits ur 
peu différemment, par exemple sous la forme suivante: 


n=h—ils L=lo+ile (6.1.38} 


11 n'est pas difficile de montrer que dans ce cas le système d’équa- 
tions (6.1.31) à (6.1.33) est équivalent au système de deux équations 
différentielles suivantes 


ds | 
2 TE = — 10,8, + (© — i&:) go. 

: (6.1.39} 
2 7 = iwyg2 — (0; + io.) 81 


par rapport à de nouvelles fonctions du temps, à valeurs complexes, 
g1 Et Le- 


$ 2. Détermination des angles d’Euler-Krylov 
à partir des paramètres donnés 
de Rodrigues-Hamilton 


Au cours du paragraphe précédent, nous avons établi les équa- 
tions différentielles (6.1.31) à (6.1.33) contenant comme fonctions 
du temps inconnues les paramètres de Rodrigues-Hamilton /,, L, 
l,, L4. Ces paramètres s'expriment d’une façon assez simpleYpar les 
coordonnées géographiques du mobile : la longitude À (ou l’angle +, 
introduit au $ © du chapitre précédent, qui est lié à la Prev 
la latitude q et l’angle d'azimut x de la plate-forme stabilisée d'un 
système de navigation par inertie. Le problème inverse, c’est-à-dire 
la détermination des angles À (ou +). @ et x, est incomparablement 
plus compliqué, parce que sa résolution exige de trouver une solution 
univoque des équations trigonométriques contenant les angles cher- 
chés. Passons à la résolution de ce problème inverse. Commençons 
par comparer les données des tables (6.1.9) et (6.1.11). Compte tenu 
des formules (6.1.10), on a. en particulier, les égalités suivantes: 


—cos p sin x = b" = 2 (ll, + Lil), 

cos cos x = b” = 2 + 22 — 1, 
sine = b" = 2 (lols — loi), (6.2.1) 

siny cos = a” = 2 (lils + lols), 

cos & cosp = = 2É +25 — 1, 


dont, certes, trois seulement sont indépendantes. 
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La latitude œ du mobile sur la sphère terrestre ne peut prendre 
ses valeurs que dans l'intervalle ]—:x/2, x/2[. Dans cet intervalle, 
la troisième des égalités (6.2.1) définit la latitude œç de façon univo- 
que. En effet, le second membre de la troisième égalité traduit le 
cosinus de l’angle que font entre eux les axes n° et z (v. fig. 128). 
Son module ne peut donc pas dépasser l'unité. Dans l'intervalle 
]J—x/2. x/2[, la fonction sin œ croît de façon monotone de —1 à 1. 
Il n'existe donc dans cet intervalle qu’une seule valeur de l’angle 
qui vérifie la troisième égalité (6.2.1). 

L'angle x qui caractérise l'orientation de la plate-forme stabilisée, 
se trouvant à bord du mobile, par rapport aux points cardinaux peut 
prendre toute valeur dans l'intervalle [0, 2x{. C’est pourquoi, il est 
impossible de déterminer univoquement l'angle x dans cet intervalle, 
par exemple à partir de la relation 

, — Pb" _2(lat lots) 

BR GEL i DEA 
qui se déduit de la première et de la deuxième égalité (6.2.1). En ef- 
fet, à toute valeur du second membre de l’équation trigonométrique 
(6.2.2) correspondent, dans l'intervalle [0, 2xl, deux valeurs de 
l'angle + dont la tangente est égale au second membre (la différence 
de telles valeurs est égale à x). Pour une raison analogue, après 
avoir trouvé la valeur de cos o, il est impossible de déterminer 
l’angle + en utilisant à cet effet une (et une seule) des égalités (6.2.1), 
la première ou la deuxième. En effet, la fonction sin x (de même 
que cos 4x) prend, dans l'intervalle [0, 2x, toute valeur comprise 
entre —1 et 1 deux fois !). Cette indétermination dans le choix de 
l'angle x peut être facilement levée, si, en plus de la première égalité 
(6.2.1) par exemple, on tient compte du fait que les signes du premier 
et du second membre de la deuxième égalité (6.2.1) doivent être les 
mêmes. En effet, dans l'intervalle [0, 2n{ la première égalité (6.2.1) 
détermine deux valeurs de l'angle x: une dans le premier (ou le 
quatrième) quart du cercle trigonométrique et une autre respective- 
ment dans le deuxième (ou le troisième) quart. Mais dans un cas, 
cos x est une quantité positive, alors que dans l'autre, elle est négati- 
ve. Par conséquent, le signe du second membre de la deuxième égalité 
(6.2.1) permet tout de suite de faire un choix correct entre les deux 
valeurs de l’angle x trouvées à l'aide de la première égalité (6.2.1). 
En le faisant, il convient d'avoir en vue que la valeur de cos est 
strictement positive tant dans la première que dans la deuxième des 
égalités (6.2.1), car —:1/2 << ® << 7/2. 


l) Remarquons que des difficultés analogues se rencontrent également 
lors de la recherche de la racine univoque des équations trigonométriques du 
problème le plus simple de la théorie des oscillations concernant la détermi- 
nation de la phase d'une oscillation forcée en cas d’une perturbation harmonique 
d’un système linéaire. 
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On peut indiquer d'autres procédés permettant une détermi- 
nation univoque de l’angle x. Profitons, par exemple, du fait que 
la fonction cotg x/2 est univoque (décroît de façon monotone) dans 
l'intervalle ]0, 2x et en même temps s'exprime de façon rationnelle 
par l'intermédiaire des fonctions cos *x et sin x à l’aide de la formule 

K _ 4 + cos x * 9 
COg = = ———. (6.2.3) 

En y portant les valeurs de cos x et sin z tirées de la première et de 
la deuxième égalité (6.2.1), on obtient l'équation trigonométrique 

% sq+b” FT —(b")2 +7 

2 _—b b 
Cette équation possède une seule racine dans l'intervalle J0, 2x1. 
Il en est de même pour l'équation trigonométrique 


cos + — pe sgn b° (6.2.5) 
2 2coS G 
dont la validité est facile à vérifier. 

Indiquons encore une représentation compacte de l'angle x par 
l'intermédiaire des quantités données b” et b”. En partant de la 
deuxième et de la première équation (6.2.1), écrivons, en utilisant 
une formule d'Euler connue, la relation 


cos q (cos x + i sin x) = cos p exp (ix) = b” — ib”. (6.2.6) 


On en déduit, de nouveau en tenant compte du fait que pour —:/2 < 
<p<ax/2, cosq est une quantité strictement positive, que 


z —= Arg (b” — ib'), (6.2.7) 


ce qui permet de déterminer l'angle x par une voie purement géomeé- 
trique (fig. 130). Cette dernière formule sera développée par la 
suite, à l'occasion de l’application des paramètres de Cayley-Klein. 

En recherchant l'angle 1, on ne devra pas oublier qu'il ne joue 
qu'un rôle auxiliaire. La grandeur principale cherchée dans la 
théorie de la navigation par inertie est (en plus de la latitude œ 
du mobile et de l’azimut x de la plate-forme stabilisée) la longitude 
À du mobile qui ne prend, suivant la position du mobile sur la sphère 
terrestre. que les valeurs dans l'intervalle [0, 2xf. Par suite de 
la rotation de la Terre et de la modification de la longitude À, l'angle 
Ÿ, égal suivant la formule (5.1.5) à la somme Ut + }, peut augmenter 
ou diminuer dans le temps et donc se trouver dans l’un des inter- 
valles {2rk4, 2nk + 2n[, où k est un nombre entier quelconque. 
En même temps, si à un instant fixé {, on ajoute à l’angle ÿ ou on 
lui retranche un angle multiple de 2x, ceci correspondra, pour une 


22—01247 
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latitude constante, à une même position du mobile sur la sphère 
terrestre. Grâce à cette circonstance, on peut indiquer le procédé 
suivant pour rechercher la longitude À dans l’intervalle de ses valeurs 
possibles [0, 2x[. On commence par déterminer un angle 4* — 

qui satisfait à la quatrième et à la cinquième relation (6.2.1) et 
vérifie la double inégalité 0 < #* << 2x. A cet effet, on procède 


Im 


Fig. 130 


exactement de la même manière que lors de la recherche de l’angle 
+. On obtient finalement les formules équivalentes 


S # T1" Y ” 
cotg <= = EU, (6.2.8) 
LEE ALES pc oœ ss 9 
cos —— eg ‘80 47, (6.2.9) 
p* = Arg (c"—+ ia”), (6.2.10) 


qui sont analogues respectivement aux formules (6.2.4), (6.2.5) 
et (6.2.7). Puis, on ajoute à l’angle #* la quantité 2x autant de 
fois que la différence entre le résultat obtenu et le produit L’t soit 
comprise dans l'intervalle [0, 2nf (fig. 131). C'est cette différence 
qui représentera évidemment la longitude cherchée À à l'instant f. 


A 


Ainsi donc, la formule donnant la longitude À est de la forme 
À = p* + (k + 1) 27 — Ut. (6.2.11) 
Notons que dans la théorie des nombres, on définit À par le 


symbole 
be [SE] (6.2.12) 
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qui désigne le plus grand nombre entier au plus égal à la quantité 
entre crochets. Soit, par exemple, 47 << Ut — #* << 6x. Alors k = 2 
et donc À = #* +- 6x — li, comme on peut s'en assurer directe- 
ment (v. fig. 131). Si, pour { > O0, la différence Ut — * est néga- 
tive, elle est sûrement plus grande que —2n (car 0 << 4* << 2x). 
Dans ce cas, on a À — —1 et, comme il fallait s'y attendre, la for- 
mule (6.2.11) donne 


à = p* — Ut. (6.2.13) 


Dans la suite de ce chapitre. nous supposons partout qu'après avoir 
trouvé l’angle *. on applique pour la recherche de l'angle’ À la 


-6JT Ur -2T 0, À g° ZT 


Fig. 131 


procédure qui vient d'être décrite, et qu'on utilise, en particulier, 
les formules (6.2.11) et (6.2.12). 

Faisons usage maintenant des paramètres de Cayley-K lein (6.1.35) 
et (6.1.38) introduits au paragraphe précédent pour établir les 
formules compactes qui expriment les angles #*,et x par les para- 
mètres de Rodrigues-Hamilton. Reportons-nous d'abord à la for- 
mule (6.2.10). En y portant les expressions de c”” et a”’ suivant 
les égalités (6.1.10) et (6.2.1), on obtient 


p* = Arg [2 + 2 — 1 + 2 (LI, + LL).  (6.2.14) 


Lorsqu'on utilise les fonctions (6.1.3S), on peut mettre la même 
formule, comme il est aisé de s'en assurer, sous la forme suivante : 


* — Arg (g3 — gi). (6.2.15) 


Puis, en appliquant la formule (6.2.11), on détermine la longitude À. 

Pour déterminer l'angle x, on peut procéder d’une manière 
analogue. En tenant compte, une fois de plus, des égalités (6.1.10) 
et en se servant de la formule (6.2.7), on obtient 


x = Arg [28 + 2 — 1 — 2i (Lil, + Lls)]. (6.2.16) 
D'où, compte tenu des formules (6.1.35), on tire 
x = Arg (f? — fi), (6.2.17) 
où f, est la quantité complexe conjuguée de f.. 
22% 
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$ 3. Paramètres de Rodrigues-Hamilton et de Cayley-Klein, 
liés aux angles classiques d’Euler. 
dans la théorie de la navigation par inertie 


Aux $$ 1 et 2 du présent chapitre, ainsi qu'au chapitre V, le 
système de référence non tournant E‘n°& (v. fig. 115) a été choisi 
de telle sorte que les angles ÿ, q et x (plus exactement, les angles 
Ÿ, —®, —x) qui caractérisent la position d’un mobile et son orienta- 
tion par rapport aux points cardinaux, forment l’ensemble des 
angles d'Euler-Krylov. Aux $$ 1 et 2. l'axe n° était dirigé suivant 

l'axe de rotation de la Terre, 


Es.c' et l'axe £° se trouvait dans 


Z un plan qui se confondait 
à l’instant { —=0 avec 
le plan du méridien 
de (:reenwich. Les  for- 


mules (6.1.7) exprimant les 
relations entre les angles 
mentionnés et les paramètres 
de Rodrigues-Hamilton sont 
assez volumineuses. Ceci rend 
difficile l’étude des problèmes 
relatifs à la navigation par 
inertie aux hautes latitudes, 
c'est-à-dire près des pôles Nord 
et Sud de la Terre. Or, il est 
possible de choisir un autre 
système de coordonnées non 
tournant Esn.i, tel que les 
angles +, @ et x mentionnés 
plus haut (plus exactement, 
les angles d + x/2, n/2 — @ et —x, v. fig. 132) soient les angles 
d'Euler. Les formules qui expriment les angles +, @ et x par les 
nouveaux paramètres de Rodrigues-Hamilton s'avèrent dans ce cas 
plus simples et plus commodes pour la construction de la théorie 
de la navigation par inertie aux hautes latitudes, théorie qui fait 
appel. en particulier. à la projection dite stéréographique. 
Comme au chapitre V, utilisons dans le présent paragraphe et 
dans les paragraphes qui suivent, la désignation En£ pour le système 
de coordonnées tournant avec la Terre. Mais. cette fois, orientons 
les axes de ce système d’une autre façon. A savoir, dirigeons l'axe 
& suivant l’axe de rotation de la Terre, en l’orientant vers le pôle 
Nord, et plaçons l’axe EË dans le plan du méridien de Greenwich 
(fig. 133). La longitude du mobile sera dans ce cas la mesure du 
dièdre formé entre le plan du méridien local n”£’ et le plan de coor- 


Fig. 132 
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données ££. Supposons que le nouveau système non tournant En, ë, 
coïncide avec le système En à l'instant t — 0. Dans ce cas, la rela- 
tion (5.1.5) établie au $ 1 du chapitre précédent sera encore valable, 
soit 

v = l'E + À, (6.3.1) 


où + est maintenant un angle que le plan du méridien local fait 
avec le plan £,Ë, du nouveau système de coordonnées non tournant 
Esnsbs. , 

Faisons tourner le système de coordonnées ë,n,t, d'un angle © 
égal à y + 1/2, autour de l'axe &, (c'est-à-dire autour de l’axe 


Fig. 133 


terrestre) en sens inverse des aiguilles d'une montre si la rotation 
est observée du côté de l'Etoile polaire. Désignons par £’n'£’ le 
nouveau système de coordonnées qui en résulte (fig. 132 et 134); 
son axe Ê’ se confond avec l’axe €. Le plan de coordonnées n° C 
contient, comme il a déjà été dit, le méridien local et donc le centre 
de la plate-forme stabilisée installée à bord du mobile (c'est-à-dire 
l’origine du système de coordonnées xyz rigidement lié à la plate- 
forme). 

Effectuons maintenant une rotation du système de coordonnées 
E‘n'£’ autour de l’axe £”, de l'angle 6, également en sens inverse 
des aiguilles d'une montre si la rotation est observée du côte de 
la partie positive de l’axe £” (fig. 134). Désignons par x'y'z la nou- 
velle position du système. L'axe x” de ce système de coordonnées 
(confondu avec l’axe E’) est orienté parallèlement à la direction 
Est (E), l’axe y’ parallèlement à la direction Nord (4) et l'axe z° 
est dirigé suivant la verticale géocentrique locale (Z), c'est-à-dire 
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suivant le rayon de la Terre. Les angles +, 8 et donc l'orientation 
du système de coordonnées z2’y'z" par rapport au système Esn.ë, 
peuvent toujours être choisis de telle sorte que le centre de la plate- 
forme stabilisée soit situé sur l'axe 2”. Il n'est pas difficile de voir 
que dans ce cas (v. fig. 134) 


=, (6.3.2) 


où œ est. comme précédemment. la latitude du mobile. 


Fig. 134 


La position de la plate-forme par rapport aux points cardinaux 
sera caractérisée par l'angle y : c'est de cet angle qu'il faut tourner le 
système de coordonnées z’y’z" autour de l’axe z° (fig. 135) en sens in- 
verse des aiguilles d'une montre (si la rotation est observée d'en haut) 
pour que ses axes se trouvent respectivement parallèles aux axes 
du système de coordonnées zyz lié à la plate-forme stabilisée du 
mobile. Les axes z° et z de ces deux systèmes sont dirigées suivant 
une même droite passant par le centre de la Terre (fig. 136). L’angle + 
est égal, au signe près, à l’azimut z introduit au paragraphe préce- 
dent. soit 

4 = —7. (6.3.3) 


Le schéma symbolique (v. tome I, chap. IIT, $ 5) des trois rota- 
tions successives décrites plus haut (v. fig. 134 à 136) est de la forme 


Cas >, MA x’ 2 = 
Ent, > EE = r'y's ——> ryz. 6.3.4 
Csllete Vie nés e ÿ yz ( ) 
L'examen du schéma (6.3.4) montre que les angles + + 1/2, 6 
et z constituent le système classique d'angles d’Euler; il est tout 
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à fait analogue au schéma (3.5.23) indiqué au chap. IT, $ 5 du 
tome I. Par conséquent, pour construire la table des cosinus des 
angles que font entre eux les axes des systèmes de coordonnées 
En.cs et zyz, il suffit de remplacer dans la table (3.5.24) donnée au 
même paragraphe, l'angle + par # + 1/2. l'angle q par x et encore, 


ZZ(Z) E' ZE) 
Fig. 135 Fig. 136 


bien entendu. les appellations des axes x,. y, 3, respectivement 
+ + . . .0 . AL Li e 

par Ë,. 14, €. Après cela, il n'est pas difficile de représenter la 

table cherchée sous la forme 


Ês Us Ls 
æz — cos cos 0 Sin y — — sin cos 0 sin x; + sin 0 sin + 
— Sin 1 cos } + COS À Cos Y 
(6.3.5) 
y — cos wŸ cos 0 cos y — — sin y cos 0 cos 7; — sin 0 cos } 
— Sin 4 Sin — Cos 1 Sin } 
z cos wÿ sin 0 sin Ÿ sin Ô cos 6. 


Introduisons les paramètres de Rodrigues-Hamilton m,. m1, m, 
m, correspondant à la rotation finie à partir de la position, prise 
par le nouveau système de coordonnées non tournant ë,n.t,, dans 
la position zry5. Les paramètres m,, m,, m.. m, différent, bien 
entendu. des paramètres L,, L,. L,, L, qui caractérisent la rotation 
finie à partir de la position du système de coordonnées non tour- 
nant E‘n°5 (c'est-à-dire. celui qui a été utilisé aux $$ 1 et 2 du 
présent chapitre) dans la même position finale ryz. En effet, les 
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angles d'inclinaison de l’axe de rotation finie sur les axes du systè- 
me xyz, ainsi que sur les axes de mêmes noms des systèmes de coor- 
données E,n.t, et En°£*, sont dans les deux cas différents. De même 
les valeurs des angles de rotation finie correspondants ne sont pas 
égales. 

La table des cosinus des angles formés entre les axes du système 
de coordonnées non tournant E,n.&, et du système zxyz, dont les 
coefficients sont exprimés par les paramètres de Rodrigues-Hamilton 
Mo Mis Mo, Ms. peut être construite à partir de ce qui a été établi 
au chap. II, $ 3 du tome I. Compte tenu des formules (6.1.10) du 
paragraphe précédent, elle est analogue à la table (6.1.9): il faut 
seulement remplacer dans les formules (6.1.10) le< lettres L,, L, Lo, le 
par Mo, My, Mas Ma. Il vient 


+ 


Ca Ms La 
9 9 9 9 9 9 (6.3.6) 
y 2(mim,—moms) 2m+2mi—ti 2 (mom + mom) 


2 2(mim;-t+ mom) 2(mm;—mom,) 2mi--2mi— ti. 


En comparant les éléments qui occupent les mêmes positions dans 
les tables (6.3.5) et (6.3.6), c'est-à-dire les cosinus des angles que 
font entre eux les mêmes axes des systèmes de coordonnées xyz 
et En:cs. on peut écrire les égalités suivantes: 
cos w sin 0 — 2 (mm; + mom), 
sin Ÿ sin 0 = 2 (mym3 — mom). 
cos 0 — 2m£ + 2mi — 1, (6.3.7) 
sin 0 cos 4 = 2 (mem + Moi), 
sin 0 sin % = 2 (mm, — mom). 
La troisième de ces égalités permet de déterminer de façon univoque 
l'angle 6 dans l'intervalle J0, a{[, ce qui correspond, en vertu 
de la relation (6.3.2), à la valeur de la latitude @ dans l'intervalle 
J—n/2, 1/21. A leur tour, la première et la deuxième des égalités 
(6.3.7) déterminent univoquement l’angle à dans l'intervalle [0, 2xf. 
En effet, pareillement à ce que nous avons fait au paragraphe pré- 
cédent. nous pouvons obtenir à partir de ces deux égalités. la relation 
sin 6 exp (à) = 2 [mms + moma + à (moms — mom)] = 
= —2i(m, + im:) (Mo + im). (6.3.8) 
Introduisons maintenant les nouveaux (par rapport au para- 
graphe précédent) paramètres de Cayley-Klein 
h, — m; + Mo k: — mo on iM ge (6.3.9) 


Puisque 0<<60<x, la valeur de sin 8 est strictement positive 
partout, sauf aux pôles de la Terre (où sin 6 s’annule). Compte 
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tenu de ce fait, on a, suivant les égalités (6.3.8) et (6.3.9), 
p=— + Argh,+Arg he. (6.3.10) 


De même, en partant de la quatrième et de la cinquième des équa- 
tions (6.3.7), on obtient la relation 


sin 6 exp (iy) = 2 {mem + mom, + à (mms — mym:)] = 
= 2(m —im.,)(m, + ima), (6.3.11} 
d'où 
4x = Argh, — Argh,;. (6.3.12) 


Les formules (6.3.10) et (6.3.12) peuvent conduire à des valeurs 
des angles 1 et 4 situées hors de l'intervalle [0, 2n[. Dans un tel 
cas, il convient de les augmenter ou diminuer de la quantité 2x 
pour que chacun des angles + et y se trouve dans l'intervalle [0, 2x{. 
Pour déterminer ensuite l'angle À, il convient de se reporter aux 
formules (6.2.11) et (6.2.12) du paragraphe précédent et aux expli- 
cations qui les concernent. De plus, en procédant de la même façon 
que pour la formule (6.2.4) établie au $ 2 du présent chapitre, on 
peut proposer encore deux équations trigonométriques qui deter- 
minent les angles 4 et ; univoquement dans l'intervalle JO, 2af, 
soit 


W ___ sin0+2(mims+ mom) 
cols 2 (m2m3— mom) d en 
4 __Sin0+2(mams—+mon:) 
cotg De mel (mims—Mym) : (6.3.14) 


Signalons que le problème de la détermination des paramitres 
de Rodrigues-Hamilton d'apres les valeurs données des angles d'Euler 
ÿ — 1/2, 6 et x, par comparaison des éléments des tables (6.5.5) 
et (6.3.6) et résolution des équations algébriques, exige d'effectuer 
des. calculs très longs. Il est incomparablement plus simple d'utiliser 
la méthode de l’algèbre des quaternions, comme ceci a éte fait 
au $ 1 du présent chapitre. Les quaternions correspondant aux 
rotations finies successives, représentées par le schéma symbolique 
(6.3.4) du passage s’effectuant de la position du système de coordon- 
nées E,n.£. dans la position zyz (v. fig. 134 et 136), ont la forme 
suivante. À savoir, à la rotation qui fait passer le système En,& 
(v. fig. 134) dans la position E’n'£’ (les axes £, et Ê” sont confondus), 
il correspond le quaternion 


r'=cos —+ksin —. (6.3.15) 


Dans la dernière formule, 


o= ++ (6.3.16} 
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est l'angle, mentionné plus haut, dont il faut tourner le système 
de coordonnées E,n.,£, pour que ses axes soient respectivement con- 
fondus avec les axes du système En’ £” (c'est-à-dire le premier des 
angles classiques d'Euler). Ensuite, le passage au système x'y'z 
(la rotation à partir du système E’n'£’, de l’angle 8, autour des 
axes confondus E” et x”; fig. 134 et 137) se caractérise par le quater- 
nion 


p'=cos + isin F.. (6.3.17) 


Enfin. le passage s’effectuant à partir du système zx’y’z" (ou, ce qui 
revient au mème, du système géographique local E NZ) au système 
de coordonnées zxzyz est déterminé 


: par le quaternion 
SE 7 


r” = cos L + k sin _. (6.3.18) 


Ici, ce sont les axes z° (Z) et z qui 
se confondent (v. fig. 135 et 136). 
En vertu des propriétés des 
quaternions, décrites au chap. I, 
$ 3 du tome I, on a l'égalité sui- 
vante : 
M = Mo + ÈM + ÎMo + AM3 = 
— rOp'Or”, (6.3.19) 
où m est le quaternion caractérisant 
Fi à la rotation finie à partir de la 
g. 137 - < ie 
position E,n.ss directement dans 
la position xyz. 
Si l’on applique maintenant la règle de multiplication des unités 
imaginaires des quaternions (v. tome I, chap. II, $ 3), on obtient 
immédiatement 


8 o 0 
r Op =cos — cos — + iCcos — sin -—- + j sin sin + 
. 9 4) 
+ k sin + COS + (G.3.20) 
et 
’ ? n [e] $) y 4 O ($] x FLE 
r Op Or'=cos --cos-- cos <-— Sin -- COS -- Sin + + 
g . 0 ; :. © e. “0 
+ i (cos + sin + cos # + sin + sin sin # + 
pes 0 ( x O 0 . 7 
NOÉ ul Eu dos Me du Du je 
5: °G ) 6 
+k (sin + cos cos + cos + cos — sin +) (6.3.21) 
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Ainsi qu'on l'a*dit plus haut, le système d’angles d'Euler 
permet d'obtenir pour les paramètres de Rodrigues-Hamilton m,, m,, 
m>, M; des formules plus simples que celles auxquelles conduit le 
système d’angles d'Euler-Krylov utilisé au paragraphe précédent. 
En effet, en comparant la partie réelle et la partie imaginaire de 
l’égalité quaternionique (6.3.19) et en tenant compte des formules 
(6.3.21) et (6.3.16), on obtient, moyennant quelques simplifications 
évidentes, 


0 O+y () ñ Ÿ—+Y 
My COS cas non COS 7 COS (+ LT) 5 


m, = sin © cos “ns / = sin cos (+ D au À it TE), 

7. : . (6.3.22) 
m,= sin sin —#=—sin sin (+ +) ; 
m, = cos © sin +2 = cos Ê sin (++ NE ] : 


Il suffit maintenant de comparer les formules (6.3.22) et (6.1.7) 
pour se convaincre que ces dernières sont nettement plus simples. 

L’alsèbre des quaternions permet d'établir, d'une façon rela- 
tivement simple, le lien qui existe entre le système de paramètres 
de Rodrigues-Hamilton m,, m,, m,, m, et le système Lilo did 
qui correspondait au $ Î du présent chapitre à la rotation finie 
à partir de la position En‘£’ dans la position xzyz. Pour mettre en 
évidence ce lien, chine des rotations auxiliaires suivantes. 
Servons-nous à nouveau du trièdre abc. Tournons-le de la position 
En de l’angle —1/2. autour de l’arête a confondue avec l'axe 
+ dans la position EcsnoGo (fig. 138). Le quaternion correspondant 
à cette rotation est 


(6.3.23) 


” TH .. 

P C0. si 
Puis, tournons le même trièdre abc autour de l’arête c qui se confond 
maintenant avec les axes &, et n, (fig. 139). également de l'angle 
—7/2. Une telle rotation se décrit par le quaternion 

= cos = — k sin +, (6.3.24) 

4 à 

Les nouvelles positions que les arêtes du trièdre abc prennent par 
suite de deux rotations précédentes coïncident, comme il est aisé 
de s’en assurer (fig. 139 et 140), avec les directions des axes du 
système de coordonnées non tournant Esn.i, utilisé dans le présent 
paragraphe. Quant à la rotation finie s’effectuant de la position 
E,n.&, dans la position xyz, elle se décrit, d’après ce qui précède, 
par le système de paramètres de Rodrigues-Hamilton m,. m;, M, 
ms; OU, ce qui revient au même, par le quaternion mn. 
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Il n'est pas difficile de voir que les quaternions satisfont aux 
égalités suivantes: 


l=lL+il +jk +kl = pPOrNOm = 
= pOrO(mo + im, + jma + km).  (6.3.25) 


En effet, chaque membre de cette suite d’égalités est un quaternion 
qui décrit une même rotation finie effectuée à partir de la position 


T° Go.bs 
7° Go.bs,c 
P 
2 
LSEs 3 Co 75,60 
Fig. 138 (Fig. 139 


Sn°&° dans la position xzyz. Remarquons par ailleurs que, d'après 
les formules (6.3.23) et (6.3.24), le jquaternion 


P=pPon=r(—i-j—À) (6.3.26) 


correspond à la rotation finie à partir de la position E‘n‘£' directe- 
ment dans la position E,n.£.. Le cosinus de la moitié de l'angle de 
cette rotation est égal à la partie réelle du quaternion q°, c'est-à-dire 
au nombre 1/2 (v. tome 1, chap. II, $ 3). Il s'ensuit que. d'après 
ce qui a été établi au paragraphe précédent du pieeons chapitre, 
l'angle lui-même se détermine dans l'intervalle [0, 2x[ de façon 
univoque et est égal à 120°. La rotation se fait en sens inverse des 
aiguilles d’une montre autour de l'axe également incliné sur les 
directions négatives des axes E,, n., &, (ainsi que sur les axes E°, n”, 
CL’, v. fig. 140). En effet, toutes les parties imaginaires du quaternion 
sont dans ce cas égales à —1/2. D'après les formules (2.3.4) établies 
au chap. II, $ 3 du tome I, chacune d'elles est égale au produit 
du sinus du demi-angle de rotation finie par le cosinus de l’angle 
inclus entre l'axe de rotation et l’axe de coordonnées correspondant. 
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Comme sin 60° est positif. les cosinus directeurs de l’axe de rotation 
finie sont négatifs et les angles qui leur correspondent sont obtus. 
On peut, certes, considérer que la même rotation se fait dans le 
sens des aiguilles d'une montre, cette fois autour de l'axe également 
incliné sur les directions positives des axes de coordonnées E,, n.. &. 
Dans ce cas, l'angle de rotation finie est à déterminer dans l'inter- 
valle ]—21, 0], c'est-à-dire à considérer comme négatif. Il s'avère 
que cet angle mesure —120° et que le sinus de la moitié de cet angle 


7°, bs 


Te 
A $ 


Fig. 140 


é Ds 


est négatif. En conséquence, les cosinus directeurs de l’axe de rota- 
tion finie deviennent positifs (v. fig. 140). 

Compte tenu de l'égalité (6.3.26), calculons le produit des quater- 
nions figurant au dernier membre de la relation (6.3.25). En com- 
parant maintenant les parties réelles et les parties imaginaires 
correspondantes du deuxième et du dernier membre de (6.3.25), 
on obtient les formules cherchées 


2, = —ms + M + Ms — M3, (6.3.27) 
2la = —Mo — M + Me + Ma 
21; = —mM, + mm: — ma — Ma 


Elles relient le nouveau système de paramètres de Rodrigues-Hamil- 
ton mo, M, M, mA au système L5, Li. Lo, 4 utilisé dans les deux 
paragraphes précédents. En considérant les formules (6.3.27) comme 
un système d'équations linéaires par rapport aux paramètres m,,Mm1; 
Mes Ma, il n’est pas difficile d'exprimer ces paramètres par l’inter- 
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médiaire des paramètres /,. l,. L., L.: 


à 


=lo—h—tl— ls, 
ARE Er EE 
ARE RE RE 
SE RE EN 


Les égalités (6.3.27) et (6.3.28) se transforment, bien entendu, en 
des identités trigonométriques si l'on y remplace les paramètres 
de Rodrigues-Hamilton L,, L,, L,, l; et mo, M, m,, m; par leurs 
expressions (6.1.7) et (6.3.22) par l'intermédiaire des angles +. , z, 
8, oet yet qu'on tient compte des relations (6.3.2), (6.3.3) et (6.3.16). 

Au $ 1 du présent chapitre, nous avons obtenu les équations 
différentielles (6.1.31) à (6.1.33) qui contiennent comme quantités 
inconnues les paramètres de Rodrigues-Hamilton et comme quantités 
connues les projections w,, w,, w, de la vitesse angulaire de la 
plate-forme stabilisée, sur les axes du système de coordonnées qui 
lui est rigidement lié, soit 


de 


(6.3.28) 


W LL © 
Ÿ à 
t, Cd 
I 


; 


2 At — — (o,l, + w,l, + &;l:), 
20 — 013 + ol. 

dt (6.3.29) 
2 = Oxls-+ lo — Oil. 

dl | 
2 ET = —0,l, +o,l, +o.l. 


L'intégration de ces équations, avec les conditions initiales appro- 
priées, permet de déterminer les paramètres de Rodrigues-Hamilton 
a tout instant {. Par là mème, les relations (6.2.1) et les relations 
qui en découlent permettent de déterminer la longitude et la latitude 
du mobile, ainsi que l'orientation de la plate-forme stabilisée par 
rapport aux points cardinaux. Il en résulte que le cap du mobile, 
Jui aussi, devient connu. 

Les formules (6.3.27) et (6.3.28), traduisant le passage d'un 
système de paramètres de Rodrigues-Hamilton à un autre, permet- 
tent d’effectuer facilement dans les équations (6.3.29) le changement 
des variables cherchées ,, L,, L,, L, par mo, M, m:, m4. Pour 
obtenir les équations transformées, le procédé le plus simple con- 
siste à former des combinaisons linéaires des premiers et seconds 
membres des équations (6.3.29), en utilisant les coefficients des para- 
mètres Lo, L, L,, Lafigurant aux seconds membres des formules (6.3.28). 
C'est ainsi qu'en multipliant successivement par les nombres 1/2, 
—1/2, —1/2, —1/2 les premicrs et les seconds membres des équations 
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(6.3.29) et en les additionnant séparément, on obtient compte tenu de 
la formule (6.3.28), la première équation, cette fois-ci par rapport 
aux variables mo, M, Mm:, m4. Puis, en reprenant cette opération, 
on multiplie les premiers et les seconds membres des équations par 
les nombres 1/2, 1/2, —1/2, 1/2, et on obtient la deuxième équation. 
par rapport aux mêmes variables. Finalement, on est conduit aux 
équations! différentielles 


> dm 
2 Tdt mr (om; + OyMo + ©,mM3), 
(6.3.30} 
2 PTE —= O3 + OyMo — OM, 
9 dma 
dE Oxo + OyMi + O:Mo. 


qui sont identiques aux équations (6.3.29) si l'on y remplace des 
le début les désignations L,. L,, L,, L; respectivement par m,. m;, 
Me, Ma. On pourrait, bien entendu, prévoir ce résultat. En établissant 
les équations (6.3.29) au $ 1 du présent chapitre, nous n’avons déve- 
loppé que des raisonnements de caractère tout à fait général, basés 
uniquement sur les propriétés de la table des cosinus des angles 
que font entre eux les axes du système de coordonnées non tournant 
En‘ et du système zxyz lié à la plate-forme stabilisée, et sur les 
formules d'Euler établies en cinématique du corps solide. Il est 
clair que le remplacement des désignations du système de coordon- 
nées non tournant E‘n°£ et des paramètres de Rodrigues-Hamilton 
los lis Le, La respectivement par Esn.Ës et Mo, Mi, Me, M, n'apporte 
rien de substantiel. 


$ 4. Construction de la solution générale 
des équations différentielles de la navigation 
par inertie 


Les transformations effectuées à la fin du paragraphe précédent 
s'avèrent utiles pour la construction de la solution générale du 
système d'équations différentielles du type (6.3.29) ou (6.3.30), 
que nous allons exposer au cours du présent paragraphe. Considérons 
au préalable. de même que nous l'avons fait au chap. V. $ 2 du 
présent tome, deux mouvements de la plate-forme stabilisée. à savoir: 
les mouvements principal et perturbé. 

Supposons que le système de coordonnées xyz rigidement lié 
à la plate-forme occupe à l'instant initial une position z,y,z0 Si la 
plate-forme est animée du mouvement principal et une position 
r*yszs si elle est animée du mouvement perturbé. Admettons qu à 
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la première position correspondent les valeurs initiales moo. Mio. 
Moov. Mao des paramètres de Rodrigues-Hamilton et à la deuxième 
position, les valeurs m,,, m°,, m,, m?, des mèmes paramètres. 
Dans les deux cas, le mouvement est rapporté au système de coor- 
données non tournant E,n,t, introduit au début du pa agraphe 
précédent. 

Nous entendrons maintenant par zyz et xz*y*z* Îles positions 
qui caractérisent respectivement l'orientation de la plate-forme stabi- 
lisée, lors de ses mouvements principal ou perturbé, à un méme 
instant £. 

Les mouvements principal et perturbé de la plate-forme peuvent 
se décrire par le même système d'équations différentielles (6.3.30). 
maissavec des conditions initiales différentes. Les fonctions du 
temps ° 


©, = &;(f), ©, = oj(t), w: = &;(t) (6.4.1) 
figurant dans ces équations sont les mêmes pour les deux mouvements. 
Elles représentent les projections de la vitesse angulaire de la plate- 
forme stabilisée, sur les axes du système de coordonnées zyz qui 
lui est lié. 

Les paramètres de Rodrigues-Hamilton qui déterminent la posi- 
tion xyz par rapport au système de coordonnées non tournant E,n.é, 
seront désignés comme précédemment par Mo, Mi, Mo, Ma, et Ceux 
qui déterminent la position z*y*z* par rapport au même système, 
par m.m;, m;, m3. Il est évident que m, — milt), m = mit). 
M: = Mat), m; = mä(t) sont les fonctions du temps qui satisfont 
aux équations différentielles (6.3.30), avec les conditions initiales 
Moov: Mio: Mao Mso. De même, les fonctions du temps m; — m;i(t), 
mi = mi(t), ms; = mit), mi = mi(t) satisfont aux mêmes équa- 
tions (6.3.30), mais avec les conditions initiales m$,. mi, mi, My. 

Désignons par) 


n(t) = nôft) + in(t) + jr(t) + Ana) (6.4.2) 
le quaternion qui détermine le passage du système à partir de Îa 
position initiale x,ÿ9Z dans la position courante xyz, conformément 


aux équations du mouvement (6.3.30). En vertu des propriétés des 
quaternions. on à 


m(t) = m(t)On(t). (6.4.3) 

Ici, 
m(t) = mt) + imi(t) + jm(t) — km;(t) (6.4.4) 
est. comme précédemment, le quaternion caractérisant la position 


courante du système de coordonnées xzyz par rapport au système 
non tournant Esn.t.. dans le mouvement non perturbé de la plate- 
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forme, et 
Mto) = Moo + Mio + PM2o + AM 30 (6.4.5) 
sa valeur à l'instant initial t = t,. 

D'après les conditivns adoptées plus haut, il est évident que le 
quaternion n*({) qui détermine à son tour le passage du système 
à partir de la position initiale perturbée x°yÿz dans la position 
courante perturbée z*y*z* ne diffère en rien du quaternion n({). 
En effet, le quaternion considéré, qui décrit le passage de la posi- 
tion initiale dans la position courante, dépend uniquement du 
caractère de variation, dans l'intervalle {4,, t}. des fonctions «,. (t), 
&, (£), w, (t) intervenant dans les équations (6.3.30). Or, ces fonc- 


tions ont la même forme tant pour le quaternion » (t) que pour le 
quaternion n* (t). Ainsi, on a 


n* (t) = n (t) (6.4.6) 
et donc 


m* (t) = m* (t)On (1), (6.4.7) 


où les quaternions m* (t) et m* (t,) ont le même sens que les quater- 
nions m (t) et m (to), mais se rapportent au mouvement perturbé. 

D'après ce qui a été démontré au $ 2 du chapitre précédent, 
la rotation finie qui permet de passer, à un instant fixé, de la posi- 
tion de la plate-forme animée de mouvement non perturbé dans 
la position de la même plate-forme lors de son mouvement perturbé 
est la même pour tout instant. A savoir, l'axe de cette rotation 
finie occupe à tout instant une direction inchangée par rapport 
au système de coordonnées non tournant ë,n.i.. et l'angle de rotation 
reste le mème. Soit c le quaternion correspondant à une telle rota- 
tion. Effectuons la rotation déterminée par le quaternion c, à partir 
de la position du système de coordonnées non tournant E,n,c, et 
désignons par uvw le système de coordonnées qui en résultera. Si 
l'on effectue maintenant, à partir de la position uw, une rotation 
finie correspondant au quaternion m ({,). on obtiendra la position 
xoy9s. En effet, d'après ce qui a été établi au $ 2 du chapitre pré- 
cédent. deux rotations dont l'une s'effectue à partir du système 
ënsts vers le système z,ÿ020, et l’autre, du système z,y,Z, vers le 
système zÿy%z autour, de l’axe fixé par rapport au système non 
tournant E,n.6., sont permutables. Maintenant, de par les propriétés 
mêmes des quaternions, on a 


cOm (to) = M* (to), (6.4.8) 


où m* (£,) est, comme précédemment, le quaternion qui caractérise 
la position de la plate-forme stabilisée, par rapport au système non 
tournant E.n.6.. à l'instant initial £{ = f{,, dans le cas du mouvement 
perturbé, et m (t,), dans le cas du mouvement non perturbé. 
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Effectuons maintenant, à partir de la même position uuuw, une 
rotation finie correspondant au quaternion 7m» (t). D’après ce qui 
a été démontré au $ 2 du chapitre précédent, nous obtiendrons la 
position courante z*y*z* de la plate-forme dans son mouvement 
perturbé. Par analogie avec l'égalité (6.4.8), on obtient 


cOm (t) = m* (t). (6.4.9) 


Comme il a déjà été indiqué, m* (t) est ici le quaternion qui caracté- 
rise la position de la plate-forme stabilisée, par rapport au système 
non tournant Esn,cs, dans le mouvement perturbé, et m (ft), dans 
le mouvement non perturbé. 

La validité de l'égalité (6.4.9) peut être démontrée à partir 
de la seule algèbre des quaternions, sans recourir aux considérations 
géométriques développées au $ 2 du chapitre précédent. A cet 
effet, multiplions à droite les deux membres de l'égalité (6.4.8) 
par le quaternion » (t). I] vient 


com (t)On (t) = m* (t)On (t). (6.4.10) 


Si maintenant on tient compte des relations (6.4.3) et (6.4.7), on 
obtient immédiatement l'égalité (6.4.9). 
L'égalité quaternionique (6.4.9) peut se mettre sous la forme 


(co+ ic + je2 + kcs) © [mo (t) + im, (t) + jm (t) + kms (t)] = 
= my (+) + im (4) + jmË (4) + km$ (0), (6.411) 


OÙ Co» Cyr Ce, Ca Sont des constantes, parties réelle et imaginaire 
du quaternion c qui correspond, comme il a été indiqué, à une rota- 
tion finie s’effectuant de la position zyz dans la position 2z*y*z* 
et, en particulier, de la position x,y,z, dans 25y025. 

En comparant les parties réelles et les parties imaginaires corres- 
pondantes du premier et second membre de la dernière égalité, 
on obtient 


mo (t) = como (t) — im (t) — coma (1) — cams (t), 
ms (E) = Coma (#) + cimo (t) + coms (t) — cm, (t), 

(6.4.12) 
mm, (t) = coma (t) — cims (t) + como (t) + com (t), 


mi (t) = coms (t) + cime (E) — com (E) + csmo (t). 


Supposons que le mouvement principal de la plate-forme stabilisée 
est donné et que par conséquent, les fonctions du temps m, (t), 
mi (t), ma (t), mat) sont connues. Les fonctions m$(t), mi (t), 
m3 (t), m3$ (t) sont, elles aussi, solution du système d'équations 
différentielles (6.3.30), satisfaisant à d'autres conditions initiales 
(dans le cas général, quelconques). En vertu des formules (6.4.12), 
elles s'expriment par des combinaisons linéaires de fonctions connues, 
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à quatre coefficients Co, C1 Co, C4 indépendants du temps. Les équa- 
tions différentielles (6.3.30) sont linéaires, et le système qu’elles 
forment est du quatrième ordre. Suivant la théorie générale des 
équations différentielles linéaires !), toute solution du système 
(6.3.30), qui dépend linéairement de quatre constantes quelconques, 
est la solution générale si les solutions particulières 


mot), m4), malt), ms (81, 
[—m; (£), mo (£), M3 (4), Mo (2)], 
[—m, (£), M3 (£), mo (£), — M (#)}, 
[—ms (#), —ma (t), mi (t), mo (t)] 


correspondant à ces constantes sont linéairement indépendantes. 
Cette condition est satisfaite parce que le déterminant de Wronski 


mo (t) m, (1) m: (t) m3 (1) 
__|[—m(t) mo(t) —m3;f(t) ma (t) ÿ 
Pie — Mo (1) ms (1) mo(t) —m,(t) Fe 


—ma(t) —m;,(t) m (t) mo(t) 


(6.4.13) 


est non nul. En effet, élevons ce déterminant au carré. L'égalité 
obtenue 


1 0 O 0 
. [0 1 0 0 
mel 0 4 0! (6.4.15) 
0 0 0 1 


signifie, en particulier, que la matrice de ce déterminant est ortho- 

gonale. Le résultat serait évidemment le même si l’on calculait. 

directement le déterminant W. On obtient 
W=(m+mi+mi+mi) = 1 (6.4.16) 


On peut vérifier directement que chacun des quadruplets de 
fonctions (6.4.13) est une solution particulière du système d'équa- 
tions différentielles (6.3.30) si l’un d’eux au moins est une solution 
particulière de ce système. En effet, soit, par exemple, 


Mo= Mot), m=mit), m=mit), m = mat) (6.417) 
une solution particulière du système (6.3.30). Posons maintenant 
Mo —Mmit), Mm=mMmo(t), M = —m;(t), m,;= ma (t) (6.4.18) 

1) Voir, par exemple, L. Pontriacuine « Les équations différentielles ordi- 
naires », Moscou, Ed. « Mir», 1969 (traduit du russe). 
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et introduisons ces fonctions dans les équations (6.3.30). Les égalités 
ainsi obtenues seront les mêmes que dans le cas où l’on y porte le 
quadruplet de fonctions (6.4.17), mais elles seront disposées un 
peu différemment. Suivant l'hypothèse adoptée plus haut, les égalités 
obtenues par suite de l'introduction du quadruplet de fonctions 
(6.4.17) dans les équations (6.3.30) doivent être des identités. Il 
s'ensuit que le quadruplet de fonctions (6.4.18) est, lui aussi, une 
solution particulière du système d'équations différentielles (6.3.30). 

Ainsi, la solution (6.4.12) doit ètre considérée comme solution 
générale du système d'équations différentielles (6.3.30). Ceci signifie 
que lorsqu'on connaît le mouvement principal de la plate-forme 
stabilisée, on peut tout de suite déterminer la loi qui régit son 
mouvement perturbé, quelle que soit la variation des conditions 
initiales. 

Dans les problèmes de navigation par inertie, les constantes 
Cor C1» Ce, C4 sont les paramètres de Rodrigues-Hamilton, donc, elles 
doivent être limitées par la condition 


co +ci+ci+e=1. (6.4.19) 
A une condition analogue 
m+mi+mi+mi=1 (6.4.20) 


obéissent également les fonctions m, (t), m, (t), m, (t), m, (t)- Ele- 
vons maintenant au carré les premiers et les seconds membres des 
formules (6.4.12) et additionnons-les séparément. On obtient, après 
quelques transformations assez simples, l'égalité 

(ms }+ (mi) + (ms) + (mi) =1, (6.4.21) 
qui est en accord avec ce que les fonctions mi (4), mi (t), m5 (t), 
m' (t) sont les paramètres de Rodrigues-Hamilton et que seulement 
trois d’entre elles sont indépendantes. Ceci signifie que pour déter- 
miner ces paramètres, il suffit de résoudre un système de trois quel- 
conques équations différentielles (6.3.30) et qu'en vertu de la con- 
dition (6.4.19), le nombre de constantes arbitraires que comporte 
leur solution générale (6.4.12) est, lui aussi, égal à trois. 

Soit maintenant à déterminer les paramètres de Rodrigues- 
Hamilton co, Ci, C2, C3 à partir des valeurs connues de m6, Mo 
Mogs Mso €t Mis Mior Miss Mi C'est-à-dire d’après les positions 
initiales données de la plate-forme dans ses mouvements principal 


D. 


et perturbé. À cet effet, multiplions à droite les deux membres 
de l'égalité (6.4.8) par le quaternion 


ME (to) = Moo — M0 — ÎM20 — KM 30- (6.4.22) 
Puisque : 
m ()OM (te) = (Mo + M0 + ÎM20 + AM 30) © 
© (Mo — M0 — ÏM20 — kMmso) = 1, (6.4.23) 
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cette multiplication donne l'égalité 
c = m* (t,)Om”! (10) (6.4.24) 
ou encore 
Co+ititie+kc= (mé +imit+ ins + km) © 
© (Mo0 — il — ÏMr0 — M3).  (6.4.29) 
On en tire immédiatement les quantités cherchées 
Co = Mon! + MsoM5o + Mro!eo + Mao! 30 
Ci = MooMio — Mao/too + Mao!l3o — Mao 20) 
Co == Mo 30 — Mo 20 — Mao 00 + Maoltior 


_ » : » + _ æ 
C3 = Moon + Mio Mao M 30/00: 


11 est utile de faire la remarque suivante. Plus haut, la rotation 
finie qui faisait passer la plate-forme stabilisée de la position initiale 
non perturbée x,y,z, dans la position perturbée 1y5z3 était identifiée 
à la rotation finie qu'on devait effectuer pour passer de la position 
du système de coordonnées non tournant E,n.ë, à celle du système 
intermédiaire uvw. Cette rotation se caractérisait par le quaternion c. 
Or, la rotation finie à partir de la position z,y,Z, dans la position 
xÿy5zn peut être déterminée par un autre quaternion 


a = ap + ia + jas + ka, (6.4.27) 


si l’on part non pas du système E,n,&. mais directement du système 
de coordonnées z,ÿo2o. 11 est évident que les parties réelles c, et 
a, des quaternions c et a sont égales, vu que, d’après ce qui a été 
établi au chap. II, $ 3 du tome I, chacune d'elles est égale au cosi- 
nus de la moitié de l’angle d’une rotation qui fait passer la plate- 
forme de la position z,ÿsZo dans la position z6y5z1. Quant aux 
parties imaginaires de ces quaternions, elles sont différentes dans le 
cas général. En effet, l’axe de rotation mentionnée fait des angles 
différents avec les axes correspondants des systèmes de coordonnées 
ToUoZo €t Estlsbs- 

Ainsi, soient deux rotations successives effectuées à partir de 
la position initiale qui se confond avec le système de coordonnées 
non tournant En... La première, caractérisée par le quaternion 
m (to), conduit au système z,ÿo20, la seconde, caractérisée par le 
quaternion a, se fait de la position z,ÿ,z, dans la position z5y626. 
D'après les propriétés des quaternions exposées au chap. II, $ 3 
du tome I, on a l'égalité. 


m (t)Ca = m* (to), (6.4.28) 


où m* (£,) est le quaternion qui détermine, comme précédemment, 
la position du système zxÿyiz6 par rapport au système non tournant 
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Esn.&.. Le rapprochement entre les égalités (6.4.28) et (6.4.8) donne 
la relation 
cOm (t,) = m (t)Ca, (6.4.29) 


qui permet de trouver le quaternion a lorsqu'on connaît les quater- 
nions cet m(t,). En multipliant à gauche les deux membres de 
cette relation par le quaternion m7! (t,) défini par la formule (6.4.22) 
el en comparant les résultats, on obtient, en particulier, compte 
tenu de l'égalité (6.4.23), 


a = m1 {(t)OcOm (t). (6.4.30) 
En opérant de façon identique, on peut obtenir la formule 
c = m (ty)Oaom”! (to). (6.4.31) 


Si l'on multiplie les quaternions se trouvant au second membre 
de la formule (6.4.31), on obtient, après quelques transformations 
assez simples, 
Co — Go» 
Ci = di — 20 (mi + Mi) + 20 (Ma002 + Msos) + 

+ 2090 (M2043 — M 3082). 
Ca = 9 — 202 (M + Mio) + 2M20 (M3083 + M0) + 

+ 2m90 (M 3001 — M1043), 
Cy=a3—2a3 (mi, + Me) + 2M30 (M 3001 + Mz20@2) + 

+ 200 (M1042— M2041). 


Comme il a été indiqué précédemment, la première des relations 
(6.4.32) découle du fait géométrique simple que chacune des quan- 
tités c, et a, est égale au cosinus de la moitié de l’angle d'une rota- 
tion finie s’effectuant de la position z,y,z, dans la position x y52r. 
Les autres relations sont susceptibles, elles aussi, d’une interpré- 
tation géométrique. Il n’est pas difficile de construire également 
les relations inverses des relations (6.4.32), c'est-à-dire exprimant 
les paramètres ao, @y, +, &; par l'intermédiaire de cs, C1, Co, Ca. 

Par analogie avec ce qui précède, si l’on introduit le quaternion 


b=b, + ib, + jb, + kb, (6.4.33) 


correspondant au passage d'un trièdre quelconque, à un instant 
fixé, de la position xzyz dans la position x*y*z*, on obtient 


(6.4.32) 


m* (t) = m (t)Ob. (6.4.34) 
Compte tenu de l'égalité (6.4.9), on a 
cOm (t) = m(t)Ob, (6.4.35) 


d’où 
b=m!{(t}ocOm (t). (6.4.36) 
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Ici, le quaternion m”! (t) est défini par une formule analogue à (6.4.22), 
soit 


mi(t)=mo(t)—im (t) — jm: (t) — km; (t).  (6.4.37) 


Dans le cas général, les quaternions b et a ne sont pas égaux 
l’un à l’autre, mais pour des raisons exposées plus haut, on a toujours 
bd, = a, De plus, il n’est pas difficile d'établir des formules du 
type (6.4.32) qui lient l’un à l’autre les systèmes de paramètres de 
Rodrigues-Hamilton b,, b,, b:, b4 et Co, C1, Ca, Ca. 

Signalons encore la possibilité de représenter le système d'équa- 
tions différentielles (6.3.30) sous une forme compacte à l’aide de 
quaternions. Multiplions les deux membres de la deuxième équation 
par l'unité imaginaire i, ceux de la troisième par ÿ et ceux de la 
quatrième par À. En additionnant membre à membre les équations 
ainsi obtenues, on a, compte tenu de la formule (6.4.4) et des règles 
de multiplication des unités imaginaires, 


2 us = 0, (imo—m—kmi+ jm) +, (Îmo+kmMmi—mMma— im) + 


d 
+o,(km)—jmtim—m;). (6.438) 


La dernière relation peut encore se représenter sous forme d’une 
équation différentielle linéaire particulière 


2m Oo. (6.4.39) 


Ici, m —= m (£) est de nouveau le quaternion cherché qui caractérise 
la position du système de coordonnées zyz par rapport au système 
non tournant ë,n,6s et 


© = 0 (t) = io; + joy + ko: (G.4.40) 


est le quaternion, sans partie réelle, qui représente la vitesse angu- 
laire donnée du système de coordonnées xyz lié à la plate-forme 
stabilisée. 

Il semblerait à première vue que par analogie avec les équations 
différentielles matricielles, l'expression 


m = m (0) © exp [+ o (t) dt | 
0 


t 
— m (0) © exp {+ | Lio (t)+jo,(t)+ko.(#)1dt} (6.4.4) 
0 


représente la solution générale de l’équation (6.4.39) si l’on entend 
par m (0) la valeur donnée du quaternion m = m (t) à l'instant 
initial t = 0. Malheureusement, il n'en est pas ainsi. Néanmoins, 
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la formule (6.4.41) est en tout cas applicable si la vitesse angulaire 
du solide (le quaternion w) est constante en grandeur et en direction 
dans un certain intervalle de temps [0, t,]. Supposons que la vitesse 
angulaire du solide varie de telle sorte qu’elle reste constante sur 
les intervalles de temps assez grands. tout et étant différente sur 
chacun d'eux. Dans ce cas, l’équation (6.4.39) peut être résolue 
par application répétée de la formule (6.4.41). Ceci étant, la valeur 
du quaternion m qu'il présente à l’extrémité d’un intervalle pré- 
cédent doit être prise pour la valeur initiale de l’intervalle suivant, 
et la série correspondant à l’exponentielle au second membre de 
l’égalité (6.4.41) doit se terminer par le terme assurant la précision 
voulue des calculs. 

Dans le cas général, en subdivisant l'intervalle de temps en 
des parties suffisamment petites, on peut considérer de façon ap- 
prochée que pour chacune de ces parties le quaternion « est constant. 
En remplaçant l'équation différentielle (6.4.39) par une équation 
aux différences, on est conduit par là même à la méthode approchée 
de résolution du problème qui consiste à déterminer le mouvement 
d’un corps solide à partir des projections de sa vitesse angulaire, 
données sous forme de fonctions du temps, sur les axes d’un système 
de coordonnées lié à ce corps. 

Revenons aux équations différentielles (5.1.6) du problème prin- 
cipal de navigation par inertie (v. $ 1 du chapitre précédent). 
D'après ce qui a été établi au cours de ce paragraphe, pour trouver 
la solution générale de ce système d'équations il suffit de con- 
naître l’une quelconque de ses solutions particulières. À cet effet, 
il convient d’abord, en utilisant les formules (6.3.22) et en tenant 
compte des égalités (6.3.2) et (6.3.3), de passer des angles À, @ et x 
aux paramètres de Rodrigues-Hamilton m,, m,, m,, m; et ensuite 
de faire usage de la solution générale (6.4.12). Puis, on peut revenir 
aux coordonnées géographiques À et @ de la plate-forme et à son 
azimut x en se servant des procédés décrits dans ce paragraphe, 
des relations (6.3.7), des égalités (6.3.2), (6.3.3) et de leurs corol- 
laires, notamment des formules (6.3.13) et (6.3.14). 

Il est naturel de se poser le problème de la recherche de la solu- 
tion générale du système d'équations (5.1.6) sans passage intermé- 
diaire aux paramètres de Rodrigues-Hamilton. Proposons-nous de 
donner une résolution géométrique de ce problème, en partant 
toujours des résultats obtenus au $ 1 du présent chapitre. À toute 
solution du système d’équations différentielles (6.3.30). lequel est, 
d’après ce qui précède, équivalent au système initial (5.1.6). cor- 
respond un triplet de fonctions %# ({f), @ (£), x (t). Utilisons de 
nouveau la sphère S ayant son centre à l'origine du système de 
coordonnées non tournant E,n.ë, qui lui est rigidement lié, et le 
rayon égal à celui de la sphère terrestre (la sphère S est non tour- 
nante). Sur cette sphère, les trois fonctions 4 (£), œ (t), x (t) déter- 
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minent une suite de points Q de coordonnées polaires + et @ et des 
demi-droites q partant de ces points, qui sont tangentes à la sphère S 
et font l’angle zx avec le méridien du lieu correspondant (fig. 141, 
l’angle %x n’est pas représenté sur cette figure). Les points Q de la 
sphère $ représentent les positions successives, prises par l’origine 
du système de coordonnées xyz lié à la plate-forme stabilisée, alors: 


Fig. 141 Fig. 142 


que les demi-droites qg caractérisent l'orientation de cette plate- 
forme en azimut. Les demi-droites q peuvent représenter, en parti- 
culier, les positions successives de l’axe y ou d'une autre demi- 
droite quelconque liée à la plate-forme. si cette demi-droite se 
trouve dans le plan xy, passe par l'origine du système de coor- 
données xzyz et est donc tangente à la sphère S. La suite de points Q 
et de directions q mentionnés ci-dessus sera appelée variété M. Cette 
dernière se compose donc d'une courbe sphérique en tout point Q 
de laquelle est donnée la direction g. 

Menons à partir du point initial Q, de la courbe sphérique sus- 
mentionnée # = w (£), @ = æ (t) (c'est-à-dire à partir du point de 
coordonnées géographiques w#, = % (4,) et os — @ (to)) un arc s de 
grand cercle jusqu’à un point courant quelconque © de cette courbe. 
Traçons la tangente en Q à l’arc mentionné (fig. 141). L'angle + 
inclus entre cette tangente et la direction donnée g peut être considéré 
comme fonction connue du point @ sur la courbe. Une autre fonction 
connue du même point Q est l’angle p que font entre elles la tangente 
en ce point à la courbe sphérique et la tangente mentionnée à l’arcs 
de grand cercle passant par le point Q. Enfin, la longueur de l'arc 
s doit être considérée, elle aussi, comme fonction connue du point 
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@. D'après ce qui a été établi au $ 2 du chapitre précédent, la forme 
de la courbe sphérique et l’orientation des directions g par rapport 
à cette courbe en tout point Q ne sont déterminées que par la suite 
des valeurs des fonctions w, (t), w, (t), w. (t) et ne dépendent ni 
des coordonnées polaires 4, et , de son point initial, ni de la valeur 
initiale de l’azimut %x,. Par suite, lorsque les conditions initiales 
des équations (5.1.6) se modifient, l’ensemble de la courbe sphérique 
avec les directions données en chacun de ses points, c’est-à-dire la 
variété M. se déplace, comme un tout rigide, dans une nouvelle 
position M* (fig. 142). Ainsi donc, les angles t et p, ainsi que la 
longueur de l'arc s, considérés plus haut comme fonctions du point Q 
définies sur la courbe sphérique, resteront les mêmes, alors que 
les fonctions + = #* ({), p = p* (f) et x — z* (t) seront diffé- 
rentes. Maintenant, en appliquant les méthodes de la trigonomé- 
trie sphérique par exemple. on peut déterminer directement les 
fonctions 4* ({), œ* (6). z* (t) à partir de leurs valeurs initiales 
40 = 4% (), po = p* (to). 4û = #* (1) et. bien entendu. de la 
solution initiale des équations (5.1.6). c'est-à-dire à partir des 
fonctions 4 (ft). p ({) et zx (4). 


$ 5. Navigation aux hautes latitudes. 
Application de la projection stéréographique 


Lorsque le mobile passe près d'un pôle de la Terre, l’utilisation, 
aux besoins de la navigation. des coordonnées géographiques ordi- 
naires et du cap devient difficile et dans certains cas même impos- 
sible. Au pôle lui-mème., les notions de longitude et de cap perdent 
leur sens. De même, lorsque le mobile se déplace sur un arc de grand 
cercle au voisinage immédiat d'un pôle, sa longitude et son cap 
varient brusquement, de sorte qu il est difficile de les mesurer 
avec une précision suffisante pour la pratique. 

Divers procédés ont été proposés pour vaincre les difficultés 
auxquelles se heurte la détermination de la position d'un mobile 
aux hautes latitudes. Un d'eux consistait, en particulier, à utiliser 
des coordonnées polaires ayant leur « pôle » sur l'équateur, coordon- 
nées dites quasi géographiques. Dans ce cas, les pôles réels de la 
Terre. pôles Nord et Sud, se trouvent situés sur « l'équateur » d'un 
réseau quasi géographique correspondant, si bien que les difficultés 
liées à la détermination de la position du mobile et de son cap s’avè- 
rent éliminées (d’autres positions des « pôles » de réseau quasi 
géographique sont également possibles). Un autre procédé préco- 
nisait l’emploi de la projection de la région circumpolaire sur le 
plan tangent à la sphère terrestre en son pôle et l'introduction 
dans ce plan des coordonnées rectangulaires ordinaires. Pour des 
endroits situés au voisinage du pôle lui-même, ces deux procédés 
sont également commodes. 
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Les équations différentielles (5.1.3) du problème principal de 
navigation par inertie, proposées au $ { du chapitre précédent, présen- 
tent unesingularité pour = +x/2, c'est-à-dire précisément aux pôles 
de la Terre. C’est pourquoi, leur intégration. c'est-à-dire la recherche 
des variables À, q et x pour un mobile se trouvant dans les régions 
polaires, cause des difficultés. Or, le passage aux paramètres de 
Rodrigues-Hamilton fait disparaître les singularités des équations 


U 


Q,v 
ü 


NA 7 


| G,u - 


Fig. 143 Fig. 144 


différentielles de la navigation par inertie, vu que ces équations 
deviennent linéaires. Ainsi, au point de vue de l'intégration des 
équations différentielles de la navigation par inertie exprimées 
en paramètres de Rodrigues-Hamilton, le mouvement d'un mobile 
dans les régions polaires n'apporte aucune complication. En même 
temps, le retour aux coordonnées géographiques comporte inévitable- 
ment une perte de précision dans la détermination de la longitude 
et du cap au voisinage d’un pôle. Ceci ne se produit pas si l’on passe 
des paramètres de Rodrigues-Hamilton aux coordonnées quasi géo- 
graphiques. Les formules de passage correspondantes sont faciles 
à établir à l’aide des méthodes exposées plus haut. Le procédé de 
navigation lié à la projection de la région polaire sur le plan tangent 
à la sphère terrestre en son pôle est également commode pour la 
réalisation de la solution des équations de la navigation par inertie 
en paramètres de Rodrigues-Hamilton. Dan: ce cas, il y a avantage 
à utiliser non pas la projection orthogonale de la sphère terrestre 
sur le plan mentionné mais la projection stéréographique que l’on 
construit de la façon suivante (fig. 143). A partir du pôle Sud (pôle 
Nord. en cas de la navigation dans l’Antarctide) on mène par un 
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point correspondant à la position du mobile sur la sphère terrestre, 
une droite jusqu'à son intersection avec le plan tangent à la sphère 
au pôle Nord (respectivement, au pôle Sud). Le point d intersection 
de cette droite avec le plan est appelé projection stéréographique 
du point de la sphère À). 

Examinons maintenant la vue d'en haut des méridiens qui 
convergent vers le pôle (fig. 144). Supposons comme plus haut 
que le mobile se déplace au voisinage d’un pôle et que le plan xy 
lié à la plate-forme stabilisée qu'il porte est constamment horizontal. 
L’angle x formé par l'axe y avec le méridien du lieu où se trouve 
le mobile sera appelé, comme précédemment, l’azimut de la plate- 
forme. Projetons l'axe y sur le plan tangent à la sphère terrestre 
en son pôle. En vertu du théorème sur l’angle extérieur d'un triangle 
(v. fig. 144), on a l'égalité approchée suivante: 


#—Àk=p. (6.5.1) 


Ici, À est l’angle inclus entre le méridien du mobile et le méridien 
de Greenwich, c’est-à-dire la longitude. et 1 l'angle formé par 
la projection de l’axe y avec la projection du méridien de Greenwich 
sur le plan tangent à la sphère terrestre en son pôle. On dira que 
l'angle u est l’azimut de Greenu'ich de la plate-forme. 

A la différence de l’azimut vrai x, l’azimut de Greenwich pu 
se détermine au pôle de façon univoque. Signalons à ce propos la 
circonstance suivante. Fixons un instant quelconque. Dans ce cas, 
en vertu des formules (6.3.1) et (6.3.2), à chaque couple de valeurs 
des angles y et 6 correspond un endroit concret sur la sphère terrestre, 
caractérisé par les coordonnées géographiques À et @. Ceci étant, 
les paramètres de Rodrigues-Hamilton ne sont pas. certes, déter- 
minés de façon univoque. En effet, suivant les formules (6.3.22) 
et (6.3.3), ils dépendent encore de la valeur de l’azimut x (c'est-à-dire 
de l'orientation, par rapport aux points cardinaux, de la plate- 
forme stabilisée et du système de coordonnées zyz qui lui est lié). 
Introduisons maintenant dans les formules (6.3.22) la valeur 60 — 0 
correspondant à la position du mobile au pôle Nord même (@ = x/2). 
Compte tenu des relations (6.3.1) et (6.3.3), on obtient dans ce 
cas pour les paramètres m,, m,, m,, m, les égalités suivantes: 


me (PE) (EE) 
6.5.2 
ms = 0, ( 9.2) 


. 14 +: | EL Ut X— À 
ms = sin (+ ÈE) sin (+). 


1) Dans le cas où les dimensions linéaires de la région de la sphère au voisi- 
nage du pôle sont petites devant le rayon de la Terre, la projection orthogonale 
cuincide pratiquement avec Îla projection stéréographique. 
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Il en résulte de facon formelle qu'au pôle mème. les valeurs des 
paramètres de Rodrigues-Hamilton dépendent de la différence des 
angles # et À dont chacun. pris isolément., n’a au pôle aucun sens. 
Pourtant, d'après la formule (6.5.1), leur différence représente par- 
tout, au voisinage du pôle. l’azimut de Greenwich de la plate-forme. 
Ce dernier a un sens au pôle même, parce qu'il est un angle formé 
entre les projections du méridien de Greenwich et de l'axe y (lié 
à la plate-forme) sur le plan tangent à la sphère terrestre en son 
pôle. Les égalités (6.5.2) peuvent donc être considérées comme égali- 
tés limites pour un mobile qui s'approche infiniment du pôle, et 
peuvent donc se présenter sous la forme 
EL Ut u 
mo = cos (+), 


t 


mt, = 0, 
ue (6.5.3) 
mo sin (E+ LE) 


Ainsi, l'introduction de l'azimut de Greenwich 1 permet de déter- 
miner les valeurs des paramètres de Rodrigues-Hamilton au pôle 
même. On peut donc justifier leur variation continue tant au cours 
du mouvement du mobile dans la région polaire, au voisinage du 
pôle, que lors du passage au-dessus de celui-ci. 

On voit bien que l'angle x qui subit de brusques changements, 
lorsque la plate-forme se déplace près des pôles, n'est pas com- 
mode pour caractériser l'orientation de la plate-forme stabilisée 
par rapport aux repères terrestres. [l y a donc intérêt à le remplacer 
par l'angle u, c'est-à-dire par l'azimut de Greenwich de la plate- 
forme. Pour la mème raison, l'angle À, c'est-à-dire la longitude du 
mobile, est, lui aussi, incommode pour caractériser la position 
du mobile dans la région polaire. 

Du fait de ce qui précède, déterminons la position du mobile par 
deux coordonnées cartésiennes w et v de la projection stéréographique 
du centre de la plate-forme stabilisée (c'est-à-dire de l'origine du 
système de coordonnées xyz qui lui est lié) sur le plan tangent à la 
sphère terrestre en son pôle. Pour système de coordonnées uv choisis- 
sons (fig. 143 et 145) le système ayant son origine au pôle Nord 
(ou Sud), son axe u dirigé suivant la tangente au méridien de Green- 
wich et son axe v, suivant la tangente au méridien de longitude 
À = 90°. Il est évident que les axes w et v sont respectivement paral- 
lèles aux axes E et n du système de coordonnées En & tournant avec 
la Terre, que nous avons examiné au $ 3 du présent chapitre. La 
latitude q@ du mobile (fig. 145 et 146) est reliée à ces coordonnées 
par une relation approchée qui découle des égalités 


ju+iv| = Vu =r=2Rtg se RO=R (5) (6.5.4) 
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dans lesquelles R est le rayon de la Terre et r le module de la quan- 
tité complexe u + iv, c’est-à-dire le rayon vecteur de la projection 
stéréographique de l’origine du système de coordonnées xzyz sur le 
plan complexe uw. 
Le produit 
RGO &r, (6.5.5) 


dans lequel 6 est l'angle défini par l'égalité (6.3.2), représente la 
distance, suivant l’arc de grand cercle, entre le mobile et le pôle 
(v. fig. 146). 


5 


Fig. 145 Fige 146 


» 


La longitude À du lieu se détermine à son tour (v. fig. 145) par 
résolution des équations trigonométriques 


rcosÀÂ=u, rsinÀ=v, (6.5.6) 


comme il a été montré, par exemple, au $ 2 du présent chapitre. 
Pour rechercher l'angle À,ton peut, en particulier, utiliser l'équation 


cotg = ++ (6.5.7) 


v e 


Il est évident aussi que 
À = Arg (u + iv). (6.5.8) 


Passons maintenant à la détermination des coordonnées uw et v 
de la projection stéréographique de l’origine du système de coor- 
données xyz sur le plan uv, en considérant que les coordonnées Ë, 1, à 
de la position du mobile sur la sphère terrestre sont données. A cet 
effet, il suffit de mettre à profit les considérations de la géométrie 
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élémentaire. La similitude de deux paires de triangles rectangles 
(l’une d'elles est représentée à la fig. 147, v. aussi fig. 143) donne 


E ___u n __v er 
RER HIS (6.5.9) 


D'où 


u+iv=2R A | (6.5.10} 


La projection stéréographique d’une sphère sur un plan jouit 
de la propriété de conformité qui est la suivante !). Deux courbes 


N w 
D 
7 
5 
Fig. 147 


qui se coupent sur la sphère sous un angle quelconque, se projettent. 
sur le plan sous forme de deux courbes qui se coupent sous le même 
angle ; des arcs de grand cercle infiniment petits, de même longueur, 
partant d’un point commun sur la sphère se projettent, dans le cas 
général, avec changement (augmentation) de leur longueur en arcs 
infiniment petits égaux sur le plan de projection stéréographique. 
Les petits arcs situés au voisinage d’un pôle se projettent sur le 
plan pratiquement sans modification. 

Indiquons encore une particularité de la projection stéréographique 
de la sphère sur le plan. Une circonférence quelconque (de diamètre 
fini) située sur la sphère se projette sur le plan en une circonférence 
(dans un cas particulier, en une droite) ayant un autre diamètre 
(plus grand). Le centre d’une circonférence sur la sphère ne se pro- 


1) Voir, par exemple, A/. Lavrentier, B. Chabat « Méthodes de la théorie 
des fonctions d’une variable complexe ». Moscou, Ed. « Mir», 1972 (traduit 
du russe). 
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jette pas. dans le cas général, en le centre de la circonférence sur 
le plan. Notons que la projection stéréographique est étroitement 
liée aux fonctions homographiques d’une variable complexe uw + iv 
et aux rotations finies du corps solide À). 

Envisageons une position quelconque du mobile sur la sphère 
terrestre. Traçons par le centre de sa plate-forme stabilisée deux 
arcs: un arc de méridien local et un arc de grand cercle dont le 


c 
‘ UN y À u) 
y NE 
P> D, 
F 
Æ ; 
“7 
LE 
Fig. 148 Fig. 149 


plan se confond avec le plan yz du système de coordonnées xyz lié 
à la plate-forme (fig. 148). L'angle + de ces deux arcs est l’azimut de 
la plate-forme. 

La projection stéréographique considérée transforme le méridien 
du lieu en une droite passant par l’origine du système de coordonnées 
uv (fig. 149). À son tour, le petit arc de grand cercle situé dans le 
plan yz et adjacent au centre de la plate-forme, se transforme en un 
petit arc de circonférence. Ce dernier passe par la projection du 
centre de la plate-forme sur le plan uv et, en vertu de la conformité, 
l'angle qu’il fait avec l’image du méridien est encore égal à l’azimut 
#, c’est-à-dire à l’angle formé entre le plan du méridien et le plan 
de coordonnées yz. 

En résolvant le système d'équations différentielles (6.3.30), on 
peut déterminer les valeurs courantes des paramètres de Rodrigues- 
Hamilton m,, m,, M+:, M; qui caractérisent la position du mobile 
(plus exactement, la position de l’origine du système de coordon- 
nées zyz lié à sa plate-forme stabilisée) par rapport au système non 
tournant Esn.£.s. Les paramètres m,, m;,, m,, m4 étant connus, la 


1) Voir l’annexe, p. 373. 
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résolution des équations trigonométriques (6.3.7) permet de calculer 
la latitude ®, l’angle + et l’azimut x de la plate-forme; ce der- 
nier permet de déterminer le cap du navire. Les formules (6.3.10) 


et (6.3.12) à (6.3.14) servent, elles 
aussi, à ce but. 

Montrons maintenant comment, 
à partir des paramètres de Rodri- 
gues-Hamilton, on peut trouver les 
coordonnées w et v du point qui 
représente le mobile dans le plan uv. 
Remarquons tout d’abord que Îles 
coordonnées Ë,, ns, & du mobile dans 
le système de coordonnées non tour- 
nant En. s'expriment par les for- 
mules 


R die 
Ms —= COS (2. 71.). 
1 (z. n4) (6.541) 


C, = Rcos(z, cs), 


car c’est l'axe z, lié à la plate-forme Fig. 150 


stabilisée, qui est dirigé suivant le 


rayon de la Terre mené vers l'origine du système de coordonnées 


zyz. En faisant usage de la table (6.3.6), on obtient 
ës = 2R (mms + Mmom:), 
ns = ZAR (Mmems — mom), 
Gs = R (2m8 + 2m$ — 1). 
Par ailleurs, puisque (v. fig. 133 et 150) 
8 = Ë, cos Ut + n, sin Ut, 
n = —EË,sin Ut + n, cos Ut, 
on a 
E+in = (6, + in.) exp (—iUt). 
Suivant les deux premières formules (6.5.12), 
E, + in, = 2R (mms + moms + imims — imom) = 
= —2Ri (mm + ime) (Mo + im). 
Ainsi, compte tenu de la relation (6.5.14), on a 


ë + in = —2Ri (nu + im) (mo + ms) exp (—iUt). 


24—01247 


(6.5.12) 


(6.5.13) 


(6.5.14) 


(6.5.15) 


(6.5.16) 
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Etant donné que d’après la troisième formule (6.5.12), 
R+t,=R+E=—2R (mi + m), (6.5.17) 
on obtient, d’après l'égalité (6.5.10), pour la quantité complexe 
u + iv l'expression suivante : 
—2Ri(m;+ima) (mo + ims) 
m3 + mi 


En comparant dans la formule (6.5.18) séparément les parties réelles 
et les parties imaginaires des deux membres, on obtient 


u + iv = exp(—iUt). (6.5.18) 


(mima+t momo) COS Ut + (moms — mom) Sin Ut 
u—=9%R 1M3 EEE 3 1 
(6.5.19) 


v=2R—= (mima+ mom) Sin UtH (moma— mom) cos Ut 
sa ms +ms 


Utilisons maintenant dans l'expression (6.5.18) les formules (6.3.9) 
pour les paramètres de Cayley-Klein h, et h.. Il vient 


u+iv— —2Ri hhe exp(—iUt)=2R SLexp[—i(ut++)]. 


EE 
(6.5.20) 


Pour déterminer la longitude À par l'intermédiaire des paramèe- 
tres de Cayley-Klein h, et k,, reportons-nous aux formules (6.5.8) et 
(6.5.20). On obtient 


A=—<+aArgh;+Argh,—Ut. (6.5.21) 


La même formule peut se déduire, bien entendu, directement de la 
relation (6.3.10) et de l'égalité initiale (6.3.1) qui lie entre eux 
les angles ÿ et À. 

Proposons-nous maintenant d'établir l'expression pour u, c'est-à- 
dire pour l’azimut de Greenwich de la plate-forme. En portant 
dans le premier membre de l’égalité (6.5.1) les expressions de À et x 
conformément aux formules (6.5.21), (6.3.12) et (6.3.3), on obtient 


u =+—2 Argh,+U! (6.5.22) 


Les remarques faites sur les formules (6.3.10) et (6.3.12) sont 
également valables pour les formules (6.5.21) et (6.5.22) si ces der- 
nières conduisent à des valeurs de À et u situées en dehors de l’inter- 
valle [0, 2x]. 

Proposons-nous maintenant d'obtenir la formule pour la déter- 
mination du rayon vecteur r de la projection stéréographique de 
l'origine du système de coordonnées zyz sur le plan uv. Suivant 


BIBLIOGRAPHIE 311 


les formules (6.5.4), (6.5.20) et (6.3.9), on a 
- vo] =2R|#|20Ry/ Mitré 5.2 
r=|u+iv| =2R| F. | 2RY .  (6.5.23) 


mG + mi 
D'après la troisième équation trigonométrique (6.3.7), 
m5 + m3 = IS L cos? r. (6.5.24) 


Par ailleurs, en vertu de l'égalité (6.4.20), 


mi + mi 1—{(m°+ mi) = sin Ÿ . (6.5.25} 
La formule (6.5.23) prend donc la forme suivante: 
r=2Rte£. (6.5.26) 


Cette dernière relation découle directement de la définition géomé- 
trique de la projection stéréographique (v. fig. 146) et peut donc 
être utilisée pour vérifier quelques calculs faits au cours du pré- 
sent paragraphe. Dans le cas où les valeurs de l’angle 6 sont petites, 
les formules (6.5.26) et (6.5.5) sont pratiquement équivalentes. 

Les formules obtenues dans le paragraphe actuel sont d’une 
application universelle parce qu'elles sont valables pour toute la 
sphère terrestre, tant aux latitudes moyennes qu’au voisinage du 
pôle Nord t). C'est là un avantage indéniable que présente l'utilisa- 
tion des paramètres de Rodrigues-Hamilton dans la navigation 
par inertie. 
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ANNEXE 


ROTATION FINIE D’UN CORPS SOLIDE 
ET FONCTION HOMOGRAPHIQUE 
D’UNE VARIABLE COMPLEXE 


Dans cette annexe, les rotations finies du corps solide autour 
d’un point fixe sont étudiées du point de vue de la théorie des fonc- 
tions d'une variable complexe. On démontre le théorème 1) d’après 
lequel à toute rotation finie d’un corps solide on peut faire corres- 
pondre une transformation homographique bien déterminée 

; au + b 
7 cw+d”° (1) 


Les paramètres a, b, c, d de cette transformation sont définis, à un 
facteur commun près, par la donnée de la rotation finie. À son 
tour, une rotation finie du solide est entièrement caractérisée par 
la donnée des paramètres a, b, c et d correspodants. Enfin, les 
nombres complexes w et uw” déterminent, au moyen de la projection 
stéréographique, les positions respectives d’un point donné du corps 
solide avant et après la rotation. 

On trouve la démonstration de l’assertion énoncée ci-dessus, 
dans les manuels de mécanique analytique. Elle a un caractère un 
peu indirect et repose sur les propriétés géométriques de la transfor- 
mation (1). Dans ce qui suit, cette assertion sera démontrée par 
des calculs directs. Incidemment, au cours de cette démonstration, 
nous établirons les relations qui existent entre les paramètres a, b, c 
et d et les paramètres de Cayley-Klein (donc, les paramètres de 
Rodrigues-Hamilton) qui ont été utilisés plus haut (v. chap. VI, 
$ 1 du présent livre). 

Üne rotation finie d'un corps solide peut ètre donnée par divers 
procédés et, en particulier, par trois angles d'Euler 1, 8, ç ou par 
trois angles d'Euler-Krylov a, B, y (v. tome I, chap. III, $$ 5 et 6 
respectivement). Il est évident qu'elle se caractérise entièrement 
par les cosinus directeurs !, m, n de son axe dans un système de 
coordonnées fixe quelconque En et par l'angle @ de rotation du 


1) Voir, par exemple, M. Lavrentiev, B. Chabat « Méthodes de la théo- 
rie des fonctions d'une variable complexe ». Moscou, Ed. « Mir», 1972 (tra- 
duit du russe). 
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corps, autour de cet axe, à partir de la position initiale dans la posi- 
tion finale. Remarquons que les paramètres de Rodrigues-Hamilton 
{v. tome I, chap. II, $ 3) 

Po = C0, pa=lsin+, 
+ (2) 

Pe=mMmSMmM—-, Ps=nsmM—-, 
qui vérifient l'identité évidente 

Pot Pit Pit Ps=l, (3) 


déterminent univoquement l'angle @ dans l'intervalle [0, 2xi et 
les cosinus directeurs L, m, n. Cela signifie que les paramètres de 
Rodrigues-Hamilton caractérisent entièrement, eux aussi, une rota- 
tion finie du solide. À cette même fin, peuvent encore servir les 
paramètres de Cayley-Klein ?) (v. plus haut chap. VI, $ 1), c'est-à- 
dire les nombres complexes de la forme 


fi = Pi + iPa fa = Po + iPa (4) 
qui vérifient, bien entendu, la relation 
fifi + fofe = 1. (5) 


Dans ce qui suit, il sera pourtant plus commode de définir une 
rotation finie par la table 


6 n S 
ZT OK A2 Ms (6) 
y Koi Ko2 Kas 
Z Kg se Kss 


des cosinus des angles inclus entre les axes d’un système de coordon- 
nées xyz lié au corps solide et les axes du système fixe Enê avec 
lequel le système xzyz se confond dans la position initiale du corps. 
Les neuf éléments de la table (6) ne peuvent pas tous être donnés 
de façon absolument arbitraire. Ils doivent être des nombres réels, 
de module non supérieur, dans le cas général, à l'unité, et satisfaire 
à six relations, indépendantes l’une de l’autre, connues en géométrie 
analytique de l’espace. Pour ces relations, on peut prendre, en parti- 
culier, les relations suivantes : 


ki + Kia + kis= 1, 
ka + ki thss = 1, (1) 
ki, +ki,+ki=1 


1) Remarquons que par paramètres de Cayley-Klein on entend parfois 
des quantités complexes liées d'une façon différente aux paramètres de, Ro- 
drigues-Hamilton. Mais cette différence n'est pas essentielle. 


ANNEXE 375 


et 
hakg + Kaok ga + koskas = 0, 
kgiku + kaoh12 + kasks = 0, (8) 
kuka + hiakoo + ki3ko3 = (. 


De plus, le déterminant 


ki: ki ki 
K = ko: ko kos (9) 
ka ka ka 


doit être strictement positif !). Il n’est pas difficile de montrer que 
le module du déterminant (9) est égal à l'unité. A cet effet, il suffit 
de l’élever au carré et de tenir compte des relations (7) et (8). 

À partir des relations (7) et (8), on peut déduire des re lations 
analogues, par exemple 


ki, + k Us ki 1, 
kinhie + Roikao + Kaikse = 0, 


ainsi que de nouvelles relations qui seront données un peu plus loin. 

Les éléments k;, (i, j = 1, 2, 3) de la table (6) sont faciles 
à exprimer par les angles d'Euler , 6, @ ou par les angles d’Euler- 
Krylov &, B, y. A cet effet, il convient d'utiliser les tables (4.4.20) 
et (4.4.21) données au chap. IV, $ 4 du tome I. De même, en faisant 
usage de la table (2.1.24) établie au chap. II, $ 1 du tome I, on 
peut représenter les éléments k;; par les fonctions des cosinus direc- 
teurs /, m, n de l’axe de rotation finie et de son angle . Enfin, le 
rapprochement entre la table (6) de la présente Annexe et la table 
(2.3.3) du tome I, chap. II, $ 3 permet d'établir la relation entre 
les éléments k;, et les paramètres de Rodrigues-Hamilton ps, Pi, Po, 
P3. Les problèmes réciproques correspondants, c’est-à-dire la déter- 
mination des angles d’Euler +, 8, (ou des angles d’Euler-Krylov 
&, fi, y), des cosinus directeurs !, m, n et de l’angle q ou des para- 
mètres de Rodrigues-Hamilton P,, P1, Par Ps d’après les éléments 
k;, donnés de la table (6), sont beaucoup plus difficiles à résoudre. 
Pour la résolution de tels problèmes, on peut appliquer les méthodes 
indiquées pour des cas analogues à la fin du $ 2, chap. VI du pré- 
sent tome. 

Proposons-nous maintenant d'expliquer le sens des quantités 
complexes w et w’ qui figurent dans la formule de la transformation 


(10) 


1) Dans le cas contraire, le système de coordonnées zyz construit d'a- 
près la table (6) serait associé à un repère rétrograde si le système Eng l'était 
a un repère direct. Or, dans l’espace à trois dimensions, un tel déplacement 
angulaire d’un solide parfait est impossible. 
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homographique (1). Envisageons un ensemble des points du corps 
solide situés sur une même demi-droite rigidement liée au corps et 
issue de son point fixe, c'est-à-dire de l’origine du système de coor- 
données En. Il est évident que la position de ces points par rapport 
au système En est entièrement déterminée si l’on connaît la posi- 
tion de l’un d’eux par rapport au même système. Par conséquent, 
on peut juger du déplacement de tous les points du corps solide 
lors de sa rotation finie, d’après le changement de position de ceux 
d’entre eux qui se trouvent, par exemple, à une distance unité de 
l’origine du système de coordonnées En C. Considérons un quelconque 
de ces points. Désignonrs par M sa position avant la rotation du 
corps et par M” sa position après la rotation du corps. Désignons 
par Ë, net & les coordonnées du point M dans le système de coordon- 
nées En & que nous supposerons fixe. De même, designons par x, y, z 
les coordonnées du point M” dans le système de coordonnées xyz 
rigidement lié au corps. Dans la position de départ du corps, les 
axes des systèmes de coordonnées zyz et Ent se confondent et le 
point M” occupe la position du point M. Par suite, quelle que soit 
la position ultérieure du corps, on a toujours les égalités 


=, y=n 2=$t (11) 


Désignons par E”, n’, L’ les coordonnées du point M” dans le 
système de coordonnées fixe, après la réalisation de la rotation 
finie caractérisée par la table des cosinus (6). Les coordonnées £”, n’, L’ 
diffèrent évidemment dans le cas général des valeurs initiales ë, n, & 
et, comme il est facile de voir, s'expriment par les formules du type 


PS PR PA 
E’—zcos(z, E)+ycos(y, E)+zcos(z, Ë). (12) 


En tenant compte des égalités (11), ainsi que des désignations des 
cosinus des angles inclus entre les axes des systèmes de coordonnées 
zyz et Enc, utilisées dans la table (6), on obtient 


E = né + kan + gb 
1 = Aeë + kosn + kb, (13) 
D kis5 + hosn + hssb. 


Les formules (13) relient les coordonnées initiales et finales d'un 
même point du corps solide qui effectue une rotation finie donnée 
par la table (6). 

Faisons correspondre maintenant à la position initiale du point 
choisi M du corps solide un point W situé dans le plan En, en utili- 
sant à cet effet la construction géométrique suivante (fig. 151). 
Soit une droite qui passe par le point :W et par le point S situé 
sur la partie négative de l’axe & à la distance unité de l'origine des 
coordonnées. Cette droite coupe le plan de coordonnées En en un 
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point que nous désignerons par W. Il est évident que le point W 
est la projection stéréographique !), à partir du pôle S, du point M 
de la sphère de rayon unité 


E+n+t-t1 (14) 
sur le plan 
= 0. (15) 


En effectuant des constructions géométriques simples (fig. 152} 
et en utilisant les théorèmes de similitude des triangles il n'est. 
pas difficile d'obtenir les for- 
mules suivantes 


__1n 
LT PCR 


(16) 


pour les coordonnées x et v 
du point W dans le système 
de coordonnées plan En. Il 
est évident que la quantité 
complexe 


=u + iv (17) 
détermine entièrement les © * V 7 
coordonnées du point M sur 


*« 


à la relation (14), les for- 

mules (16) constituent un Fig. 151 
système de trois équations 

à trois inconnues E, n et &, d'où l’on tire les égalités 


la sphère. En effet, jointes | 


E=u({+i), n=v(i+ bi) (18) 

et l'équation du second degré 
(u® +) (A + P+E =! (19): 
Cette dernière possède toujours une racine & — —1. Mais cette 
racine est à rejeter. En effet, lorsque & = —1, les variables & et n, 


sont, en vertu des égalités (18), nulles, quelles que soient les valeurs. 
finies données de w et v, ce qui n'est pas vrai dans le cas général. 


1) La projection stéreographique decréite ci-dessus ne diffère que d'une 
façon non essentielle de la projection que nous venons d'indiquer au chap. 
VI, $ 5. Cette dernière est la projection Stéréographique de la sphère terrestre- 
depuis le pôle Sud sur le plan tangent à la sphère terrestre en son pole Nord. 
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Une autre racine de l'équation (19) est de la forme 


4— u° — 1° 
Cup (20) 
En portant cette valeur de & dans les égalités (18), on obtient 
2u 2v 
É—tpupu 1e TEE (1) 


Der formules (20) et (21) déterminent univoquement les coordonnées 
FE | PR € du point M par l'intermédiaire des coordonnées u et v du 
point W. Il est naturel qu’au 
G point de vue géométrique, la 
correspondance biunivoque 
entre les points .W et W est 
parfaitement claire (v. fig. 191). 
Dans ces conditions, si le 
point A] situé sur la sphère 
s'approche indéfiniment du 
pôle P. c'est-à-dire du point 
. coordonnées E = n = 0, 
= —1, le point Ws "éloigne 
à \ infini tout en restant dans 
le plan de coordonnées En. Il 
est donc naturel d'admettre 
que la projection stéréogra- 
phique du pôle P est un point 
à l'infini, situé dans le plan 
complexe (u = u -- iv — oo). 
Construisons maintenant la 
Fig. 152 projection stéréographique du 
point A] sur le même plan 
(15) et désignons-la par W”. Par analogie avec les formules (16), 
“on a pour les coordonnées u” et v’ du point WW” dans le plan En, les 
æxpressions suivantes : 


>? 


Ci n’ 
u° = ——— D — a 22 
1+5 è 1+5 ( ) 
où E”, n’, &’ sont, comme précédemment, les coordonnées du point 
M' dans le système de coordonnées fixe Ent, et par analogie avec 
Ja relation (14) on a 


Et+n* + it = 1 (23) 
Formons une quantité complexe 
w" =u" + iv, (24) 


24 


qui détermine, elle, de façon univoque, les coordonnées E”, n’, 
du point ” à l’aide des formules du type (20) et (21). 
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A chacun des nombres complexes w on peut faire correspondre 
un nombre complexe w’, de mème qu’à chaque ensemble des coor- 
données £, n, € du point M correspond, suivant les formules (13), 
un ensemble déterminé des coordonnées Ë”, n°, ©’ du point M. 
Le théorème indiqué au début de la présente Annexe contient l’asser- 
tion suivant laquelle la correspondance mentionnée entre w et 
w’ est une fonction analytique de l'argument w, de la forme (1), 
c’est-à-dire une fonction homographique. Dans ce cas, les paramètres 
4, b, cet d ne dépendent pas des coordonnées Ë, n, & de la position 
initiale du point choisi Y du solide, mais sont entièrement détermi- 
nés par les quantités qui caractérisent la rotation finie donnée, 
par exemple par les éléments k;; de la table (6), par les paramètres 
de Rodrigues-Hamilton p,, P1; P+: P3. par les angles d'Euler +, 6, 
ou par d’autres quantités quelconques. 

Ce théorème sera démontré si l’égalité (1) se transforme en iden- 
tité, lorsque sont réalisées les opérations suivantes. Les nombres 
w et uw” intervenant dans cette égalité sont remplacés par les expres- 
Sions 


__ £+in rs _E+in 9 
PR? IE (25) 
qui découlent des formules (17) et (16), (24) et (22). Puis, les coor- 
données E”, n’. ©’ sont remplacées par les seconds membres des 
formules (13). Ensuite, les paramètres a, b, c et d sont choisis de 
telle sorte que l'égalité (1) ainsi modifiée se transforme en identité, 
quelles que soient les valeurs des coordonnées Ë, n, © satisfaisant 
à la condition (14). [Il est évident que dans ce cas l’égalité initiale 
(1) sera valable pour tout couple de quantités w et uw" se rapportant 
à la rotation finie donnée. Elle se trouve ainsi équivalente aux 
formules (13) qui permettent de déterminer, à partir des coordon- 
nées initiales données £E, n, © d’un point quelconque du corps 
solide, les coordonnées Ë”, n’, ©’ de sa position finale après la 
rotation finie donnée. 
Passons maintenant à la démonstration du théorème. Remar- 
quons tout d’abord que pour c = 0 la relation (1) entre w° et w 
se réduit à une relation linéaire simple 


, b 


En laissant, pour l'instant, de côté ce cas particulier ?), supposons 
que le paramètre cest différent de zéro. Alors on peut, sans restreindre 


1) La démonstration du théorème pour le cas de c—0 est donnee à la 
fin de la présente Annexe. Ce cas correspond à la rotation finie du corps 
solide autour de l'axe £ perpendiculaire au plan de la projection stéréogra- 
pghique. Pour cette rotation, le paramètre b se trouve nul. 
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la généralité, poser dans les calculs qui suivent, 
C1 (27) 
Maintenant, en tenant compte de l’égalité (27), mettons l’égalité (1) 
supposée vraie sous la forme suivante : 
ww" + dw — aw — b = 0. (28) 
En y introduisant les expressions (25) pour w et w’, on obtient 
(E° + in’) (E + in) + d'(E + in’) A + 0) — 
—a(+0)E+in-b{1+8)4+0=0 (2,5) 


Remplaçons les coordonnées E”, n’, L’ par les seconds membres des 
formules (13), il vient 


(né + knn + ks16 + à (hab + kon + 320) (E + in + d+dt)— 
— (A + hsE + kon + ko) [a (E + in) + db (1 + EL) = 0, (30) 
ce qui peut se mettre sous la forme 
AE + BEn + Cn° + DE + PEL + Qnt + LE + Mn + 
+ NT— b= 0. (31) 

Ici, 
= Kyy + ihio — kysa, 
Ë (Fin + ke) + kon + koe — à (K1s — ikos) à, 
= À (koi + Ükoo) — ikosa, 

D = (kg + ikgo) d — ka3b, 

P = (En + ko) d + Kai + fso — Ka — sb, (32) 

Q = (ko + ihao) d + E (kan + ikge) — ikgsQ — Kosb, 

L'= (ky + ikyo) d — a — kb, 

M = (ka + ikoo) d — ia — ko3b, 

N = (ka + ikao) d — (ka + 1) b. 

La relation (31) contient neuf quantités: 4, B, C, D, P, Q, 
L, M, N qui dépendent des paramètres a, b, c, d et de neuf élé- 
ments k;; (i, j = 1, 2, 3) de la table (6). D'après ce qui précède. 
la démonstration du théorème se ramène à celle de l’assertion sui- 
vante. Etant donné les éléments de la table (6), les paramètres 


a, bet d peuvent être choisis de telle sorte que la relation (31) soit 
vérifiée, quelles que soient les valeurs des coordonnées Ë, n, € 


soumises à la condition (14). Montrons qu'un tel choix est possible. 

Commençons par établir les valeurs que doivent avoir les quan- 
tités 4, B, C, D. P, Q, L, M, N pour que la relation (31) soit 
vérifiée pour certaines valeurs particulières des coordonnées E, n, £ 


O & » 
Î 
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satisfaisant à la condition (14). C'est ainsi qu'en posant successive- 
ment n = 6 =0, E = +1 et 6 — È — 0, n = +1, nous voyons 
que les quantités À, L, C et M doivent satisfaire aux quatre équa- 
tions 


A+L—b=0, C+M—b=0. (33) 


Des équations (33) il résulte immédiatement que 


A=C=6b, L=M=0, (34) 
si bien que la relation (31) devient 
Bin + DE + PES + Qnb + NE — b(1 — Et — n°) = 0. (35) 
En y posant £ = n = 1: V2, & — 0, on obtient 
B = (. (36) 
Ce qui ressort d’ailleurs de la première suite d'égalités (34), puisque 
d'après les expressions (32) on a 
B=i(4 —C). (37) 
Si, compte tenu de l'égalité (36), on pose dans la relation (35) n = 0 
& = 1/V2, È = +1/V 2, on obtient encore deux équations 


D+P+LINV2—-b=0, (38) 
d'où 
P=0 (39) 
et 
D = b — Ny2. (40) 
De même, en posant dans la même relation (35) E = 0, & = —1/V/2, 
n = +1/V 2, on obtient 
D+Q—NV2—b=0, (41) 
d'où il résulte que 
Q=0 | (42) 
et 
D = b + NV 2. (43) 
Le rapprochement entre les égalités (40) et (43) donne 
N =0 (44) 
et en outre 
D = b. (45) 


En tenant compte des formules (34), (36), (39), (42), (44) et (45), 
on peut mettre la relation (35) et donc la relation initiale (31) sous 
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Ja forme suivante : 
bD(E +n + FE — 1) = 0. (46) 


Or, la dernière égalité est vérifiée identiquement pour toutes les 
valeurs de ËE, n, & satisfaisant à la condition (14). 

Ainsi, la relation (31) sa transforme en identité si les paramètres 
a, bet d sont choisis de manière qu'ils satisfont à la fois aux équa- 
tions 


= C=D = b, 


(47} 
B=P-=-Q=L-M=N=0, 
où 4, B, C, D, P,Q, L, M, N sont définies par les expressions (32). 
On peut indiquer également une autre voie permettant d'obtenir 
les équations (47). Compte tenu de la condition (14), la relation 
(31) peut se mettre sous la forme 


(4 — D) E + Bën + (C — D) n° + LE + Mn + D —b= 
= — (PE + Qn+N)t. (48) 


Elevons au carré les deux membres de la dernière égalité et utilisons 
de nouveau la condition (14). Il vient 


[(4 — D) E + BEn + (C — D) n° + LE + Mn + D — b]° = 
= (PE+Qn+N}({—E—n). (49) 


La relation (49) ne contient pas la coordonnée ‘. Elle se trans- 
forme en identité si les coefficients des monômes identiques dans 
ses deux membres sont égaux. En égalant ces coefficients, il n’est 
pas difficile de former quinze équations dont neuf seulement sont 
indépendantes. En résolvant ces dernières par rapport aux neuf 
inconnues À, B, C, D, P, Q, L, M et N, on obtient de nouveau 
les égalités (47) qui sont, à leur tour, les équations permettant de 
déterminer les paramètres a, b et d de la transformation homogra- 
phique. 

Le nombre d'équations (47) est le triple de celui de variables 
cherchées a, b et d. Néanmoins, la problème de la détermination 
des paramètres a, b et d admet une solution et une seule. Comme 
il a déjà été montré plus haut, l'équation B = 0 est, en vertu de 
l’égalité (37), une conséquence des équations À = b et C = b. 
On peut donc la faire disparaître dans le système (47). Puis, on peut 
également éliminer l'équation V = O0, car, en vertu de la quatrième 
et de la neuvième des égalités (32), on a 


N=D—b, (50) 
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et d'après les équations (47), D = b. Enfin, des mêmes égalités. 
(32) on tire 
P— L= ka + ikgo — (ks3 — 1)a (51) 
et de plus 
Q— M = i (kgs + ikgo) — à (ks3 — 1) a. (92} 
Par conséquent, 
Q—M=i(P — L), (53) 


et l’une des équations (47): P = 0, Q = 0, L = 0 ou M =0 est 
superflue. On peut également procéder de la façon suivante : rejeter 
à la fois deux équations P = 0 et Q = 0 mais introduire une nouvelle- 
équation 


ka + ikge — (kgs — 1) a = 0. (54) 


En effet, supposons qu'en plus des égalités (34) qui donnent ZL = 
—= M — 0, est également valable la relation (54). Alors, en vertu 
des égalités (51) et (52), s'annulent les expressions de P et de Q, 
c'est-à-dire sont satisfaites les équations (39) et (42). 

Ainsi, neuf équations (47) pour trois inconnues a, b et d se rédui- 
sent pour l'instant, à six: l'équation (54) et les équations 


A=b, C=b, D=b, L=0, M=0. (55} 


Introduisons dans les équations (55) les expressions (32) pour 
A, C, D, Let M. On obtient les mêmes six équations sous la forme- 
développée suivante: 


kan + Ëkne — ka — db = 0, 
b (Roi + ko) — ikaa — db = 0, 
(£a + ko) d — (ks3 + 1) d = 0, = 
Ga + di) d — à — kssb = 0, sé. 
(ko + ikoo) d — ia — ka3d = 0, 
ka + ikse — (Kss — 1) a = 0. 


Comme il a été indiqué précédemment, les neuf éléments k;; de la 
table (6) qui interviennent dans ces équations sont liés entre eux 
par six relations (7) et (8) ou par d’autres relations analogues. Pour 
le reste, ils peuvent être quelconques, excepté l’élément #.,,. Dans 
les équations (56), l’élément k,, ne doit pas être posé égal à l’unité. 
En effet, si l'élément k., est égal à l’unité, les éléments k,4, ko, ka 
et ka s’annulent en vertu des relations (7) et (10), et le système 
d'équations (56) devient incompatible (le paramètre b doit avoir 
trois valeurs différentes à la fois). Remarquons que pour #:, = —1, 
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le mème système est compatible. La raison pour laquelle il est impos- 
Sible de poser k,, —1 dans le système d'équations (56) est la suivante. 
L'égalité k34 = 1 n’a lieu que dans le cas d’une rotation finie du 
corps solide autour de l’axe 3 qui lui est rigidement lié et qui se 
confond avec l'axe & du système de coordonnées fixe Ent. Ainsi 
qu'on l'a dit plus haut, à cette rotation on ne peut pas faire correspon- 
dre la transformation homographique (1) de paramètre c non nul 
et on doit dans ce cas recourir à la forme particulière (26) de cette 
transformation (v. la fin de la présente Annexe). 

D'après leur structure, les équations (56) se séparent en deux 
groupes qui peuvent être représentés de la façon suivante: 


kisa + b=k,;, + ik. 
ko — ib = key + ikos. (57) 
(kgs — 1)a — ka T ikge 
et 
a + ki3b — (ku + ko) d = 0, 
ia + Kosb — (key + ikoe) d = 0, (58) 
(kss + 1) b — (As + ike) d =0. 


Le premier groupe est formé de trois équations linéaires non 
homogènes à deux inconnues a et b. Comme il sera montré un peu 
plus loin, le déterminant constitué par les coefficients des inconnues 
et par les seconds membres des équations de ce système, soit 


ki 1 ki: D ri ik, 
À; mn ko — 1 ka, 1 ihoo , (59) 
ka —1 0 ka; + ik 


‘est nul. En même temps, il est facile de voir que tous les mineurs 
du second ordre dans les deux premières colonnes de ce déterminant 
sont non nuls. En effet, l’élément k,, intervenant dans les équations 
(57) et (58) est différent de l'unité. Examinons séparément de ce 
qui est exposé ci-dessous le cas de ks3 = —1. Alors il découle des 
relations (7) que pour ks3 == +1, l’un au moins des éléments k;; 
ou k:4 est différent de zéro. C'est pourquoi les trois équations (57) 
sont compatibles et chacune d'elles est une conséquence de deux 
autres. La dernière des équations (597) permet de déterminer im- 
médiatement le paramètre a. On a donc 


hay ikae 
= it | (60) 


A présent, le paramètre b peut se déterminer à partir de la pre- 
mière ou de la deuxième des équations (57). Les calculs ultérieurs 
se simplifient considérablement si l’on applique le procédé suivant. 
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Multiplions les premiers et les seconds membres des équations (57) 
successivement par Âi3 Âes: #33 et additionnons membre à membre 
les équations ainsi obtenues. Compte tenu des relations du type (10) 
entre les éléments k,,; de la table (6), on obtient 


(1 — gs) a + (k13 — ikos) db = 0, (61) 
d’où, en tenant compte de la formule (60), on tire 
ksytik 
ea a (62) 


Le second groupe d'égalités (58) contient trois équations linéaires 
homogènes par rapport à trois inconnues a, b et d. Le déterminant 
de ce système d’équations 


Î kis ki+ike 
A =(—1)|i Res Roi + ho (63) 
OO Ass+Â Rss +iks 


est proche. d’après sa structure, du déterminant A, et est, lui aussi 
(comme il sera démontré plus loin), nul. Pour une raison analogue, 
les mineurs du second ordre, constitués par les éléments de la pre- 
mière et de la deuxième colonne du déterminant (63), sont non 
nuls. Le système d'équations (58) admet donc des solutions autres 
que la solution triviale (a — b — d = 0). et chacune des équations 
(58) est une conséquence de deux autres. Compte tenu de la formule 
(62). la troisième des équations (58) permet d'obtenir pour le para- 
mètre d l'expression suivante: 


= k13— Îkss (64) 


Le fait que les déterminants À, et A, sont nuls et que certains de 
leurs mineurs diffèrent de zéro permet de réduire de six à quatre 
le nombre d'équations pour les inconnues a, b et d. En réalité, 
comme il fallait s’y attendre, les équations indépendantes dans le 
système (56) ne sont qu'au nombre de trois. Pour le démontrer, 
formons une nouvelle équation qui est, d'une part, une conséquence 
de trois équations (58) et, d'autre part, coïncide avec l’équation 
(61). Quant à cette dernière, elle résulte des équations (57). Par 
là même, encore l’une des équations, soit du groupe (57), soit du 
groupe (58), se trouve superflue et la supposition faite se justifie. 
Pour démontrer cette assertion, procédons de la façon suivante. 
Multiplions les premiers membres des équations (58) successivement 
par A3. Koss las et additionnons les résultats obtenus. Compte tenu 
des relations du type (10), on obtient l'équation 


(his + ikos) à + (1 + kss) b = 0. (65) 
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Les équations (61) et (65) sont identiques parce qu’on a la pro- 
portion 


1— Khaz  __ Kis—ikos 
kistikes 1+k3s (66) 


qui est équivalente à l’égalité évidente du type (10) 
kis+k+ ki = 1. (67) 
Démontrons maintenant que les déterminants (59) et (63) sont 
nuls. On a 
A1 = — à (Ky — Kookgs + Koshse) — À (Koo — Knkss + Aiska) + 
+ (Aie + koikss Si kosky) me (oi nu Rio gs = k;3h 2). (68) 
D'une manière analogue, on peut obtenir l'égalité suivante: 
An = —ÿà (hiy — hookgs + Rose) + à (Roo — hnhss + Mishar) + 
+ (As € kaihss RE Kash a) dE (£oi + ELFE En kisk 2). (69) 
Mais chacune des expressions figurant entre parenthèses aux seconds 
membres des égalités (68) et (69) est nulle. Il est aisé de s'en assurer 
sur l'exemple de la première et de la troisième parenthèse au second 
membre de l'égalité (68) ou, ce qui revient au même, de l'égalité (69). 
A cet effet, écrivons trois relations évidentes du type (7) et (8) 
Ryan + roro + Mishis = 1, 
Kahn + Rokis + Roskis = 0, (70) 
Kaki + Âsokyo + Ksskis = 0. 
Ces relations peuvent être considérées comme un système de trois 
équations algébriques linéaires à trois inconnues #,,, k,, et k,,, 


dont le déterminant À est de la forme (9) et, comme il est indiqué 
plus haut, égal à l'unité. On a donc, en particulier, 


1 ko ki 
22 ko = kook 33 — Ko3K3o 


(71) 


d'où il résulte que les expressions sus-mentionnées se trouvant 
entre parenthèses dans les égalités (68) et (69) sont nulles. En opérant 
de façon identique, on peut se convaincre qu'il en est de même 
des autres expressions analogues. Par là même, il est démontré que 
les déterminants A, et A, sont, eux aussi, nuls. Par voie de consé- 
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quence, on peut considérer que le théorème énoncé au début de la 
présente Annexe est démontré pour le cas où le paramètre c figurant 
dans la formule (1) est différent de zéro. On peut également véri- 
fier que pour k:3 = +1 les valeurs de a, b et d données respective- 
ment par les expressions (60), (62) et (64) satisfont à toutes les équa- 
tions (56). 

Le cas où l’élément ks4 de la table (6) est égal à —1 est un peu 
particulier. Dans ce cas, les éléments is, ag» ha et Xss S’annulent 
pour les mêmes raisons que pour k,, = 1. Ce cas peut se présenter, 
par exemple, lors de la rotation du corps solide de l’angle x autour 
de l'axe x confondu avec l'axe fixe E. 

Les formules que nous venons d'obtenir pour les paramètres a, b 
et d cessent maintenant d'être valables, de sorte que dans le cas 
examiné il convient d’avoir recours directement aux équations (57) 
et (58). Il n’est pas difficile de vérifier qu à la différence du cas de 
kas = 1, ces équations sont compatibles. Les valeurs obtenues pour 
a et d sont nulles, alors que le paramètre b est égal à la quantité 
complexe k,, + ik, qui est, dans le cas de À,, — —1, aussi la quan- 
tité —koo + ikor. 

Passons maintenant à la représentation de a, b, d par l’inter- 
médiaire des paramètres de Rodrigues-Hamilton (2) et ensuite par 
les paramètres de Cayley-Klein (4). On sait que les cosinus des angles 
formés entre les axes de deux systèmes de coordonnées peuvent s’ex- 
primer par les paramètres de Rodrigues Hamilton qui caractérisent 
la rotation finie d’un système dans l’autre. Utilisons la table (2.3.3) 
indiquée au chap. II, $ 3 du tome I (en remplaçant les désignations 
Tys Vyr 2x Par E. n, ©). On a 


Ë n 5 
2p;+2p5—1 2PiP2+2PoP3 2P1P3—2PoP2 (72) 
2PiP2—2PoPs 2P3+2P6—1  2P2P3+ 2PoPi 
2p;P3+2PoP2  2P2P3—2PoPa  2P3+ 2Pe— 1e 


N «& 


En comparant les tables (6) et (72), remplaçons maintenant les 
éléments Ægy, Âge» Kas qui figurent dans la formule (60) de a, par 
leurs représentations par l'intermédiaire des paramètres de Rodri- 
gues-Hamilton. Il vient 


— P1P3+ PoPa à (P:Ps— PoP1) __ ; Pot iPs (73) 
Pi+ Ps — 1 Pa — iPa | 

Effectuons la même opération sur le second membre de la formu- 

le (62). On obtient 


b— P1Ps + PaPe + i (P2Pa— PoP1) P1 + iPe (74) 
P1P3 — PoP»— à (PsP3+ PoP1) Pi —iPe 
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Et, enfin, en faisant usage de la formule (64), on obtient pour la 
valeur de d l'expression suivante: 
1— P$ + ps =, Po — iPs : 75 
P1P3— PoP2— à (P2P3 + PoP1) P1— {Pa (19) 
En introduisant les expressions ainsi obtenues pour les paramètres 
a, b et d dans la formule initiale (1) de la transformation homo- 
graphique, en y posant comme précédemment c = 1, on obtient, 
toutes réductions effectuées, 


LU = - —: 
— i (Pa — iPe) & + Po— iPs 


Introduisons maintenant, de même que nous l’avons fait plus 
haut au chap. VI, $ {, les paramètres de Cayley-Klein 


fi = Pr FiPas a = Po + iPs- (77) 
La formule de la transformation homographique correspondant à une 
rotation finie du corps solide, exprimée par les paramètres de Cayley- 
Klein, prend maintenant la forme suivante: 
L' = fe if : (78) 
—ifiw+ fe 
Ainsi, en faisant disparaître, dans le cas général, la condition ines- 
sentielle (27), on peut poser dans la formule (1), à un facteur constant 
non nul près, que 


a=fs,  b—=—if}, c—=—if, d=f. (79) 


Il est facile de vérifier, compte tenu des formules (77) et de l’identite 
(3) pour les paramètres de Rodrigues-Hamilton, que 


ad— bc = fifi + fofo = pà+ pi + pit pi=1. (80) 


C'est précisément de cette façon que sont généralement normés 
les coefficients de la transformation homographique. 

Jusqu'ici nous n’avons pas considéré le cas où le coefficient c 
est nul. On peut pourtant le prendre en considération en posant 
dans les formules (79) 


c= —if, = 0. (81) 
Alors, la formule (78) devient 
w'= 2. (82) 


a 


De l'égalité (81) et de la deuxième formule (77) il résulte que 
Pi = Pe = 0. (83) 
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Par suite, en tenant compte de l'expression (2) pour les paramètres 
de Rodrigues-Hamilton, on obtient 


l=m=0, n=1i, (84) 
c'est-à-dire que 
Po = COS, Pa= sin + (85) 
et donc 
f2 = cos ++isin+. (86) 


Après les remarques faites, la formule (82) peut être mise sous la 
forme 


w" = wexp (ir), (87) 


qui est susceptible d'une interprétation géométrique simple. Elle 
correspond à la rotation du corps solide autour de l'axe & (v. plus 
loin). 

La formule (87) peut s’obtenir également par une autre voie, 
en partant directement de la relation linéaire (26). A cet effet, 
il convient de développer des raisonnements analogues à ceux exposés 
plus haut pour le cas général. C'est ainsi qu’en remplaçant dans la 
relation (26) les variables complexes w et w’ par leurs expressions 
(25) et en posant pour la commodité d = 1, on obtient 


Œ+in) 4 + 0 = a (E+in) A + €) + b (1-10) (1 + L). (88) 


Puis, en y introduisant au lieu de £’, n’ et C’ leurs représentations 
par l'intermédiaire de £, n et & conformément aux formules (13), 
on peut mettre la relation (88) sous la forme suivante: 


[Ain + éfre) E + (er + ire) 9 + (si + ükse) E (À + ©) — 
— (aë + ian + b + DT) (1 + ASE + kon + Ksat). (89) 


Pour les variables £, 1 et Ë satisfaisant à la condition (14), cette 
relation doit se transformer en identité. La structure de la rela- 
tion (89) est la même que celle de la relation (31). Mais, à la dif- 
ference des formules (32), on doit maintenant poser 


À = —k3a, 

B = —ik,,a — k,,a, 

C = —ikosa, 

D = kg + kan — Kg3b, 

P = ki + ikio — kssa — sb, (90) 


Q = ka + kon — ik330 un ko, 


390 | | ANNEXE 


L — ka + ik — a — K13b, 
DR Dia hub 
N — ka + ik go re k330 a b. 


Les conditions de transformation en identité du premier membre 
de la relation (31) sont évidemment valables pour la relation (89). 
A savoir, cette dernière se transforme en identité si sont vérifiées 
toutes les neuf équations (47) dans lesquelles les valeurs de À, B, C, 
D, P, Q, L, M et N sont déterminées par les expressions (90). 

Pourtant, à la différence de ce qui précède, ceci est impossible 
à réaliser pour des valeurs quelconques des éléments k;; de la table (6) 
et le paramètre b non nul. En effet, en vertu de la cinquième et de la 
septième équation (47), on a, compte tenu des désignations (90), 


P=L=ûÜ-#%,)e=0. (91) 


Le paramètre a figurant au second membre de la relation linéaire (26) 
est le coefficient de la variable complexe w et ne peut pas évidem- 
ment être nul. Aussi, l'équation (91) permet-elle de conclure que 


ksa = 1. (92) 


En vertu des relations du type (7) et (8) auxquelles satisfont les élé- 
ments k,; de la table (6), il en résulte immédiatement les égalités 


kis = kos = hu = ko = 0. (93) 


De par là mème, la table (6) des cosinus des angles que font entre 
eux les axes des systèmes de coordonnées zyz et ëné prend la forme 
suivante : 


ë e 

ki Axe 0 
0 (94) 
1 


En partant des mêmes relations du type (7) et (8), ainsi que du fait 
que le déterminant (9) est égal à l’unité, on peut tirer les relations 


ki — kos, ka au — Ko (95) 


qui peuvent se déduire d'ailleurs d’autres considérations. En effet, 
la table (94) correspond à la rotation du corps solide autour de l'axe 
qui se confond avec l'axe z du système de coordonnées xyz lié au corps. 
Or, la table des cosinus des angles inclus entre les axes du système 
de coordonnées mobile zyz et du système fixe En£ présente, dans 
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ce cas, la forme suivante: 


ë nl Û 

z cosœe sinœ 0 
DS (96) 

y —sing cos 0 

z 0 0 1. 


Ici, q est l’angle de rotation du système de coordonnées zyz à partir 
de la position En&, en sens inverse des aiguilles d'une montre, si la 
cotation est observée du côté de la direction positive de l’axe & ou, 
ce qui revient au même, de l'axe z. Le rapprochement entre les 
tables (94) et (96) donne les mêmes relations (95) qui deviennent 
maintenant 


ki = oo = COS D, hye = —ku = sin q. (97) 


Revenons aux équations (47) dans lesquelles les quantités 4, B, 
C, D, P,Q, L, Met N sont maintenant déterminées par les for- 
mules (90). Compte tenu des égalités (92) et (93), les quatre pre- 
mières et la dernière des équations (47) se réduisent à l'égalité 


b= 0. (98) 


Par conséquent, les autres équations deviennent confondues avec 
les deux suivantes : 


kytiko—a—=0, ka +ike — ia = 0. (99) 


En vertu des relations (97), les dernières équations s'avèrent équiva- 
lentes à une seule : 


a = cos +isinp = exp (ip). (100) 


Si on porte des paramètres a et b, trouvés suivant les égalités (98) 
et (100). dans la formule (26) et qu’on y pose d = 1, on est conduit 
de nouveau à la transformation linéaire la plus simple (87). Le 
module de la quantité complexe a étant égal à l'unité, la transfor- 
mation linéaire (87) correspond à la rotation, dans le plan En, du 
rayon vecteur de la quantité complexe w en sens inverse des aiguilles 
d’une montre, de l’angle @, sans modification de son module. Le 
point W appartenant au plan € = 0 et le point M du corps solide, 
appartenant à la sphère unité E* + n° + £° = 1 sont situés sur une 
même droite qui doit passer par le point S (0, O, —1) (v. fig. 151). 
Il en résulte aussi que la fonction d’une variable complexe (87) 
correspond à la rotation du corps solide autour de l’axe £, de l'angle y. 

En conclusion, signalons la circonstance suivante. Supposons 
qu'une rotation du corps solide définie par la transformation homo- 
graphique (1) est suivie d’une autre rotation donnée par la trans- 
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formation 


; a’w' +b" 


En y portant au lieu de w” son expression (1) par w, on obtient, toutes 
réductions effectuées, une nouvelle transformation homographique 
nm. a"w+b" 


IL cod : (102) 


Elle correspond à la rotation du corps à partir de la position initiale 
directement dans la position finale qu'il prend par suite de deux 
rotations successives (1) et (101). 

Les paramètres a”, b”, c”, d” intervenant dans la relation (102) 
s'expriment par les paramètres a, b, c, det a”, b”, c’, d’ comme il 
suit 

a” = aa + b'c, 
b” = ab + b'd, 
c” = c'a + d'c, 
d” = c'b + d'd. 


Ils sont normés d’après la condition (80) s'il en est de même pour 
les paramètres a, b, c, det a”, b", c’, d’. Un changement de l’ordre 
dans lequel sont effectuées les rotations conduit dans le cas général, 
comme il fallait s’y attendre, à d’autres valeurs pour les coefficients a”, 
b”, c”, d”. En effet, la position prise par le corps, par suite de deux 
rotations successives dont les axes ne coïncident pas, depend de 
l'ordre dans lequel ces rotations sont effectuées. 

On peut s'attendre à un développement ultérieur de l'applica- 
tion de la transformation homographique à la théorie du mouvement 
du corps solide autour d’un point fixe, et notamment à l'étude des 
problèmes géométriques concrets de stabilisation et des systèmes 
de navigation par inertie. 
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